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[uvod]

1 x
Uvod

Préce se zabyvé fesitelnosti kvadratickych rovnic na slovech. Reprodukuje nékteré vy-
sledky panti Robsona a Diekerta [[l]] a pfid4dva vlastni vyzkum v oblasti jednoduse ex-
ponencialni meze na velikost feSeni. Je totiz znamé, Ze feSitelnost kvadratickych rovnic
je NP-tézka a byla by NP-tiplna za jistého dodate¢ného predpokladu, o kterém se ma-
tematici domnivaji jeho platnost nejen pro kvadratické, ale dokonce pro vSechny rov-
nice na slovech —jednoduse exponencidlni mez na velikost nejmensiho feSeni. Navic je v
mateidlu [EI] uvedena silngjsi hypotéza — polynomidlni mez pro kvadratické rovnice na
slovech.

V kapitole 2 zavadime zakladni pojmy (kvadratickych) rovnic na slovech. V kapito-
lach ??, énésleduji pokusy o pokoteni hypotézy o jednoduse exponencidlni meze. Sice
nejsou zcela tispésné, ale zuzuji tfidu rovnic, kterym se staci pfi dokazovani jednoduse
exponencialni meze vénovat.

Kapitola E pak vysvétluje analogii pfistupti z pfedchozich dvou kapitol pomoci za-
vedeni nového objektu — 2D rovnice.

V nésledujici kapitole Ejsou sepsany jiz znamé vysledky ohledné otdzky vypocetni
sloZitosti. Nakonec kapitola Epf‘edstavuje pokus o vyvréaceni polynomidlni meze — uka-
zuje rovnici, jejiZ nejmensi feSeni sice je polynomialné omezitelné (dokonce linedrné),
ale takzvané [-minimalni a c-minimalni feSeni jiz nikoli. V zavéru kapitoly je tato rov-
nice vylepSena a podéna proti-hypotéza.
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Kapitola QA

Zikladni pojmy a znaceni

Definice 2.1. Slovem o nad danou abecedou 7 (kone¢nou mnozinou , pismen”) rozu-
mime kone¢nou posloupnost pismen z této abecedy. Symbolem || znac¢ime délku slova
o a symbolem o[i] zna¢ime (i + 1)-té pismeno pro0 <i < |o| - 1. Je-li |o| = 0, ¥ikdme, Ze
je toto slovo prizdné. MnoZinu vSech slov nad danou abecedou % zna¢ime «7*.

Definice 2.2. Pro i1,i, € Z zna¢ime mnozinou {i1,...,ip} mnozinu {i € Z | i1 < i < i},
tedy specielné prdzdnou mnozinu, je-li iy > i,. Pro slovo o a mnozinu indextt M C
{0,...,]o] = 1} zna¢ime symbolem o |51 slovo vzniklé ze o po odstranéni vSech pismen
na pozicich mimo mnozinu M.

Definice 2.3. Necht je ddna mnoZina proménnych 7" a mnoZina konstant . Rovnici ro-
zumime dvojici {S1, 52}, kde S1, S, € (€' U 7)* jsou neprdzdna slova. Rovnici zapisujeme
S1 = Sy, slova Sy, S; nazyvame (levéa resp. prava) strana rovnice. Soustava pak je kone¢na
neprazdnd mnoZzina rovnic. Rovnici soucasné chapeme jako jednoprvkovou soustavu,
tedy soustava je obecnéjsi pojem. Dale pfedpoklddame, Ze kazda proménnd z 7 se v
soustavé nékde vyskytuje. Pocet slov v soustavé S znacime (S).

Znaceni 7" a ¢ pro mnoziny proménnych a konstant budeme pouZzivat v celém textu.
Budeme-li hovofit o riiznych soustavach s rliznymi pfislusnymi mnoZzinami, budeme

mnozinu proménnych resp. konstant dané soustavy S znacit ¥s resp. €.

Definice 2.4. Délku rovnice R definujeme jako aritmeticky priimeér délek obou stran a
délku soustavy S jako soucet délek vsech jejich rovnic. Tyto délky znacime [R], |S]. Jinymi
slovy je délka soustavy souctem viech délek vech stran podélend dvéma.?

Definice 2.5. Mé&me soustavu a uvaZujme zobrazeni r z mnoziny proménnych do slov
nad mnoZinou konstant. Toto zobrazeni (jednoznaénym zptisobem) rozsifime na mono-
idovy (s operaci konkatenace) homomorfismus zachovavajici konstanty — pro dané slovo
o nad abecedou 7' U ¢ definujeme r(0) tak, Ze kaZdou proménnou nahradime jejim ob-
razem v zobrazeni r. Rekneme, Ze r je feSenim rovnice, pokud r(S1) = r(S2). Redenim
soustavy pak rozumime takové r, které je feSenim kazdé rovnice v soustavé. Soustavu
S nazyvame fesitelnd, pokud mé néjaké fesSeni. Délkou proménné x v feSeni r rozumime
[r(x)| a zna¢ime ji [x],, stejné€ definujeme i obecné ||, = [r(0)|.

Definice 2.6. Vzhledem k tomu, Ze pro feSeni r rovnice S1 = S plati 7(S1) = 1(S,), plati
i|S1ly = |S2l,. Tuto délku nazveme délkou feseni rovnice. Délkou feSeni soustavy S rozu-
mime soucet délek vSech jejich rovnic, zna¢ime ji [r|s. Nejmensi feSeni soustavy je takové,
Ze Zadné jiné feSeni nem4d ostie mensi délku. Pro feSitelné rovnice takovém ptipadé de-
finujeme min(S) jako délku nejmensiho feSeni.
Priklad 2.7. Kvadraticka rovnice

xABCy = yCBAx

délky 5, kde x,y jsou nezndmé, A, B, C jsou konstanty, ma dvé rtiznd nejmensi feSeni
délky 7:

! Tedy indexujeme od nuly jako v programovacim jazyce C.
2 Deleni dvéma se v tuto chvili mfiZe jevit mirné nelogické, ostatné délka tak nemusi byt celé &islo. V kva-
dratickych rovnicich a naslednych 2-rovnicich, ale dostane tato délka smysl.
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e x=BCB,y =B,
e x =B,y =DBAB.

Definice 2.8. Na vSech feSenich dané soustavy zavedeme [-uspofidini jako nasledujici
kvaziuspotddani: Piseme rq <; 1, pokud pro kazdou proménnou x soustavy plati |x|,, <;
|x|,,. Pak I-minimdlni feSeni je minimdalni prvek v tomto kvaziuspofadani — tedy r je I-
minimalni pravé kdyz pro kazdé " <; r plati r <; v'.

Stejné definujeme i [-porovndvani feSeni napfi¢ rliznymi soustavami — pro feSeni r
soustavy S a konstantu x ¢ 7s chapeme ve smyslu této definice |x|, jako 0 a kvantifiku-
jeme pfes sjednoceni mnozin konstant obou rovnic.

Pozorovani 2.9. Pod kazdym feSenim je néjaké [-minimalni a kazdé nejmensi feSeni je
[-minimalni.

Definice 2.10. Vyskytem v proménné nebo konstanty a € € U ¥ v soustavé S rozumime né-
kterou uspofddanou trojici v = (R, S, 1), kde R je n€kterd rovnice soustavy, S je nékterd
strana R, i je pfirozené ¢islo a S(i) = @. Obdobné pozici V konstanty A v feseni r soustavy
rozumime trojici V = (R, §5,1), kde R je néktera rovnice soustavy, S je néktera strana R
a r(S)[i] = A. Jak pro pozice v feSeni, tak pro vyskyty v soustavé nazyvame R rovnici
vyskytu / pozice, S stranou rovnice vyskytu / pozice a i indexem vyskytu / pozice.
Index vyskytu / pozice zna¢ime Ind(v). Symbolem Vv zna¢ime onu konstantu nebo pro-
ménnou, které je v vyskyt / pozice. Nakonec symbolem Freq, ¢(A) zna¢ime pocet pozic
konstanty A podéleny dvéma a nazyvame jej frekvenci konstanty A.

Pozorovani 2.11. Pro feSeni r soustavy S plati

Irls = ), Freq, 4(A)
Ae¥

Definice 2.12. Na vsSech feSenich dané soustavy S zavedeme c-uspofidini jako nasledu-
jici kvaziuspotddéni. Piseme r; <. 1, pokud pro kazdou konstanta A soustavy S plati
nerovnost

Freq, ¢(A) <Freq,, 4(A)

Pak c-minimadlni feseni je minimdlni prvek v tomto kvaziusporadani a samotné kva-
ziuspofadani budeme nazyvat c-uspofadani.

Stejné definujeme i c-porovnavani feSeni napfi¢ rtiznymi soustavami — pro feSeni
r soustavy S a konstantu A ¢ ¢’s chapeme ve smyslu této definice Freq, 4(A) jako 0 a
kvantifikujeme pfes sjednoceni mnozin konstant obou rovnic.

% v

Pozorovani 2.13. Pod kaZdym feSenim je néjaké c-minimalni a kazdé nejmensi feSeni je
c-minimélni.

Tvrzeni 2.14. Kazdé [-minimdlni i kazdé c-minimé&Ini feSeni je jednoznaéné urcené dél-
kami proménnych.

Diikaz: Uvazujme dvé feseni rq, 7, dané soustavy. Pfedpokladejme, Ze pro kazdou pro-
ménnou x je I, (x)) = I,,(x) (tedy totéZ platii pro slovanad 7 U%), ale r; # r,. Definujeme,
feSeni r, které je [-ostfe i c-ostfe mensi nez r; (tedy i nez r;). Proo € (¢ U 7)* je

(@) = 11(0) lo<igirl,, ~1in(@il=ra@)i)

Nahlédneme, Ze r je opét monoindovy homomorfismus, tedy je feSenim. Navic je fe-
Senim mensim neZ rq, protoZe délka obrazu r je vZdy mensi rovna obrazu r1, navic na
rovnici, kde se rq 1i8i od r; je ostfe mensi. (]

Definice 2.15. Soustavu rovnic nazyvame kovadratickd, pokud se v ni kazd4 proménna
vyskytuje nejvysSe dvakrat.

3 Draft: 5. 7. 2013



2. Zakladni pojmy a znaceni

Kone¢né uvedeme hlavni problematiku, kterou se tato prace zabyva.

Tvrzeni 2.16. Existuje polynom p takovy, Ze pro libovolnou kvadratickou soustavu S
< v 14 e ATt VNt T4 ¥ x ~2PISI . , . v
ma kazdé [-minimalni fe$eni délku mensi nez 22", Toto omezeni na délku nejmensiho

feSeni nazyvame dvojité exponencialni.

Dtikaz tohoto tvrzeni neni sloZity. Jeho ditikaz je uveden v kapitole @

Tvrzeni 2.17. Existuje nekone¢ny systém feSitelnych kvadratickych soustav, jejichz
nejmensi feSeni je kvadratické (v klasickém smyslu) v zdvislosti na délce.

Diikaz: Pro n € N volime proménné xi, . .., x,, konstanty Ay, ..., A, a soustavu

A1A2...AHZX1, X1 =X2, X2=X3, ..., Xp-1=2Xy =
Poznamka 2.18. Pfiklad dokonce systému rovnic (a ne soustav) je dan v kapitole
pfipadné jiny je snadno odvoditelny z pfikladu v kapitole @

Lepsi odhady zndmy nejsou, tedy mtzeme polemizovat.

(expmez] Hypotéza 2.19. (slabsi verze) Existuje polynom p takovy, Ze pro libovolnou feSitelnou

kvadratickou soustavu S mé nejmensi feSeni délku mensi nez 2/, Toto omezeni na
délku nejmensiho feSeni nazyvame jednoduse exponencidlni.

Tato skutecnost by stacila k tomu, aby bylo feSeni kvadratickych rovnic NP-tipIné
(viz kapitola E Nicméné absence protipfikladt umozniuje byt jesté odvaznéjsi.

Hypotéza 2.20. (silngjsi verze) Existuje polynom p takovy, Ze pro libovolnou feSitelnou
kvadratickou soustavu & méa nejmensi feSeni délku mensi nez p|S|. Toto omezeni na
délku nejmensiho feSeni nazyvame polynomidlni.

4 Draft: 5. 7. 2013



Kapitola QR

Mikro-operace kvadratickou rovnici
aneb skakani po pozicich

3.1 Pojmy a skoky

3.1.1 Zdikladni pojmy ohledné vyskytti a pozic

Definice 3.1. Uvazujme feSeni r dané kvadratické soustavy S. Ozna¢me r[S] mnoZinu
vSech pozic vSech konstant v feSeni r. Podobnég, je li R rovnice této soustavy a S jeji
strana, pak znac¢ime 7[S;] C r[R] C r[S] pozice na piislusné strané resp. pozice v pii-
slusné rovnici.

Definice 3.2. Délkou vijskytu v proménné / konstanty v feseni r rozumime délku pfislusné
proménné, tedy |v|, = [V],.
Definice 3.3. Na vyskytech a pozicich zavedeme pfic¢itani konstanty jako pfic¢itani kon-
stanty k indexu, tedy pro vyskyt nebo pozici v = (R,S,i) a k € Z definujeme v + k =
(R,S,i+k),je-lii + k v povolenych mezich. V opaéném piipadé v + k nedefinujeme.
Podobné definujeme porovnavani vyskytt a pozic. PiSeme v < w, pokud jsou to
oboje vyskyty nebo pozice na jedné strané rovnice a w ma vétsi index nez v.
Definice 3.4. Pro pozici V = (R, S,7) v feSeni r definujeme zdroj Src(V) jako vyskyt v =
(R, S, )), ktery splituje ‘r (S lo....j _1})’ <i< ’r (S lfo.... })‘ Intuitivné se jednd o tu proménnou
nebo konstantu, z které dand pozice v feseni ,vzesla”.
Méme-li naopak dan vyskyt v, definujeme index v feSeni r jako

a dale je-li |[r(v)| > 1 definujeme obraz vyskytu V jako pozici

Img (v) = (R, S,Ind (V).

3.1.2 Jednoduché skoky

V celé sekci o sekcich budeme predpoklddat pevnou soustavu S a jeji feSeni r.
Definice 3.5. Na mnoziné r[S] mnoziné definujeme dvé zobrazeni. Pro pozici V € r[S]
definujeme V7 jako pozici majici stejny index i rovnici, av8ak na druhé strané pfislusné
rovnice.

Dale vezméme a = Src(V) a pfedpokladejme, Ze @ ma v soustavé jesté pravé jeden
dalsi vyskyt v’ = (R’, S’, ). Pak definujme pozici

Vv = (R, S, Ind(v) — Ind,(Src(v)) + Ind,(Src(v"))).

Podobné, je-li v vyskyt proménné nebo konstanty, kterd je v soustavé presné dvakrat,
znacime druhy takovy vyskyt vi.
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3. Mikro-operace kvadratickou rovnici aneb skakani po pozicich

Src

1 | |

|
\'
........Img!lllj stlll | | |
|
® Oo|X|]0o o
= I | A | x4l [
— 5 Vi 4 _
Rovnice v=x ReSeni r V=A
[img-vyskyty]
Obrazek 3.1. Znaceni okolo vyskyttl a pozic

Pozorovani 3.6. Je-li V pozice konstanty A, paki V7 je pozice konstanty A, a je-li defino-
van V4, tak i ta je pozici konstanty A.

Definice 3.7. Bud S kvadratickd soustava, r jeji feSeni a M mnoZina pozic v feSeni r s
néasledujici vlastnosti: Zdroj kazdé pozice V € M je vyskyt proménné a vyskytuje-li se
tato proménnd v soustavé dvakrét, pak i V% € M. Pak definujeme homomorfismus s
zachovévajici konstanty vznikly odstranénim pozic mnoZiny M nésledujicim piedpisem
pro kazdou proménnou x a jeji vyskyt v.
$(x) = 7(X) ljo<i<ir(ol-1limg(v)+igM)
ninus-vysk-res] . L
7 Pozorovani 3.8. Pokud odstranime z feSeni r mnozinu vyskytt, bude vznikly homomor-
fismus opét fesenim pravé kdyz pro kazdou rovnici S; = S, soustavy plati

1(51) lmdvyverism = 7(51) limd(vyvers, vy
Pozorovani 3.9. ReSeni vzniklé odstranénim neprazdné mnoZiny vyskytt je ostfe
I-mensi i c-mensi neZ ptivodni feSeni.
3.1.3 Pokrocilejsi skoky — protéjsek
Definice 3.10. Bud V pozice v feSeni. Pak uvazujme posloupnost
VI, Viug, Van)t.. ...

Prvni ¢len této posloupnosti, jehoz zdroj je bud konstanta nebo proménnd, ktera se v
soustavé vyskytuje pouze jednou, nazyvame protéjskem pozice V a znac¢ime V<¢.

Pozorovani 3.11. Je-li Src(V) konstanta nebo proménna, kterd se v soustavé nevyskytuje
dvakrat, pak V<< = V.V opacném piipadé je V¢<o = Vi <.
Za vsech okolnosti ale plati V<¢<¢ = Vi<,

Definice 3.12. Méjme k-tici po sobé jdoucich pozicz = (V,V +1,...,V + (k - 1)). Pak
definujeme po slozkach

Z=VI,(V+DI,...,(V+(k=-1)2), zh=(Vn,(V+Du,....(V+((k-1)n).
Nakonec definujeme protéjSek k-tice z znaceny z*¢ jako prvni ¢len posloupnosti
z1,zinl, zIning, ...,

kde se bud 1isi zdroje né€kterych prvki k-tice nebo spole¢ny zdroj v viech prvki je kon-
stanta' nebo nem4 definovany v4.

! Pro k > 1 tento ptipad ani nemfiZe nastat.
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3.2 Operace se soustavou a jejim fesenim

Definice 3.13. Méme k-tici po sobé jdoucich pozicz = (V,V +1,...,V + (k - 1)) a déle
danou mnozinu P pozic. Pak definujeme protéjsek k-tice z v mnoZziné P jako prvni ¢len
posloupnosti

zf,zi0h 1, z2ining, ...,

ktery bud spliiuje podminky na protéjsek k-tice z (resp. na protéjsek prvku, je-li k = 1)
nebo pro néktery v € zje vt € P.

Protéjsek v mnoziné
Prostota v mnoziné
zlom

Definice 3.14. Zlomem v soustavé rozumime dvojici vyskyttl v soustavé (v, v + 1). Pfed-
stava zlomu je ,ta mezera mezi pismeny”.

Pozorovani 3.15. V soustavé délky n o r rovnicich je pfesné 2(n — r) zlomii.

ProtéjSek zlomu
Prostota na zlomech

3.2 Operace se soustavou a jejim feSenim

3.2.1 Smazani prazdnych proménnych
3.2.2 Vepsani konstanty

3.2.3 Slepené konstanty

3.2.4 Sliti slepenych konstant

3.3 Na které soustavy se staci zamérit

Definice 3.16. (2-rovnice, 2-soustava)
Pozorovani 3.17. Pro 2-soustavu R plati R = 7% + €x.

Tvrzeni 3.18. Je-li dana feSitelnd kvadratickd soustava S, pak existuje 2-soustava S’, pro
kterou plati

o S| =[R/2,

e min(S) < min(§’).

Dusledek 3.19. Kdybychom méli polynomidlni resp. jednoduse exponencidlni mez na
2-soustavy, méli bychom polynomidlni resp. jednoduse exponencidlni mez na vSechny
kvadratické soustavy.

3.4 Dvojité exponencidlni mez
A ——mI.....————

3.5 Co by stacilo pro jednoduSe exponencidlni mez

L i-konstant] . R s
OmezERITRORSEERY Tvrzent 3.200. Je-li dana feSitelnd 2-soustava S, pak existuje 2-soustava &', pro kterou

plati
D Cs| <3751 +(S),
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3. Mikro-operace kvadratickou rovnici aneb skakani po pozicich

2) |4y3'| = |/7/S|/
3) (5" = (SH,
4) 181> |5,

5) min(S) < min(&’) - |S|.

Diikaz: Zdrcnutim konstant vytvofime soustavu S’. Kazda konstanta soustavy S’ odpo-
vidd nejvyse |S| konstantam piivodni soustavy, tedy mame-li libovolné fesSeni " soustavy
S’,je mozné z néj vytvoftit feSeni r soustavy S spliujici |r| < |r'|-|S|. Podminky (2), (3), (4)
jsou splnény zfejmé, zbyva ukazat omezeni na pocet konstant. Vime, ze R’ je feSitelnd,
uvazujme tedy feSeni r.

Vime, Ze v &' jiz nejsou Zadné dvé konstanty spojené. Proto kdykoli vezmeme zlom
mezi dvémi konstantami, musi byt jeho protéjskem zlom u proménné. Protéjsek je na
zlomech bijekce, tedy oznacime-li c pocet zlomt konstant a d pocet zlomt u promén-
nych, mdme nerovnost ¢ < d. Soucasné d < 47, jelikoZ je v soustavé kazdd proménna
dvakrat a ma nejvyse dva zlomy.

Kdykoli vezmeme vyskyt v n¢jaké konstanty, tak tento vyskyt mtZze byt posledni v
nékteré rovnici (nejvyse ve 2 (S) piipadech) nebo je v + 1 proménnd (nejvyse v 2|7s/|
piipadech), ve vSech ostatnich piipadech je (v, v + 1) zlom mezi konstantami. To dava
odhad

26s —2(SH-2Vs <c<d <475,

ekvivalentné
[Cs| < 3|7Vs |+ (S).

Disledek 3.21. Kdybychom méli polynomidlni resp. jednoduse exponencialni mez pro
2-soustavy spliiujici | 7| > 3|%’| + 1, méli bychom polynomidlni resp. jednoduse exponen-
cidlni mez pro vSechny kvadratické soustavy.

[omez-min] . y PV ] . .
OMeETI Tvrzeni 3.22. Predpoklddejme, Ze existuje rostouci polynom p s vlastnosti: Pro kazdou

feSitelnou 2-soustavu resp. 2-rovnici s alespon jednou proménnou existuje feSeni r a
nékterd proménna této soustavy x, ze plati [r(x)| < 2P®.. Jinymi slovy predpokladame,
Ze mame jednoduse exponencidlni omezeni na nejmensi moznou délku nejmensi pro-
ménné. Tvrdime, Ze pak uz bychom méli jednoduse exponencialni mez pro délku celého
feSeni pro kvadratické soustavy resp. rovnice.

Diikaz: Sta¢i ukazat mez na délku nejmensiho feSeni pro 2-soustavu S splitujici | /5| >
3|Cs| + {S), ozna¢me k = |¥5|. Ozna¢me Sy = 8. Déle postupné vzdy vytvoiime ze
soustavy S; s i proménnymi soustavu 7,1 s (i — 1) proménnymi a z té pak soustavu
Si-1 s (i = 1) proménnymi. Pfitom pocet rovnic zachovdvame. To provadime aZz do Sy
nésledujicim postupem:

(i) Mame-li S;, tak na zdkladé predpokladu existuje feSeni r a proménna x pro které
[r(x)] < 2P151 Rovnici T;_1 sestrojime tak, Ze tuto proménnou v rovnici pfimo na-
hradime jejim feSenim a nésledné rozrtiznime konstanty. Plati 71| < |Si| + 2P a
min(S;) < min(7;-1).

(ii) Mame-li 77, sestrojime S; podle tvrzeni [omezeni-konstant] jako takovou rovnici,
ktera splnuje

1) |€s,] < 3i + {R) < 3k + (R,
2) Qi = |Ril,
3) min(@)) < min(R)) - Q).

Pak pro vSechnai = k,...,0 plati
o |S;| <4k + {S) <5|S|,
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[vysk-to-eq]

[periodicital

3.6 Periodicita

o [Ti1| < |Si| + 2P < 272151 pro né&jaky rostouci polynom p, nezévisly na S.
e min(S;) < min(7;-1) < min(S;1) - 2729,

Tedy celkem
min(Sy) < min(Se_1) - 22 < -+ < min(Sp) - (2715~
Vzhledem k tomu, Ze [Ro| < {S), je i min(Ry) < {S). Tedy
min(R) < (S) - (22O <|§]- 275,
Pokud bychom uvaZzovali pouze jednu rovnici, dtikaz projde stejné, vzhledem k tomu,

Ze pfi postupném odvozovéni T; a S; pocet rovnic v soustavé neroste. m

Tvrzeni 3.23. Necht je ddna feSitelnd 2-soustava S a jeji proménna A. Pak existuje fesi-
telna 2-soustava S’ feSeni r soustavy S spliujici

® JrC s,

o [S<IS,

° Freqr, s(A) =min&’,

e Vsoustavé S existuje nejvyse jeden zlom mezi konstantami.

Diikaz: ... m

Pozndmka 3.24. Jen poznamenejme, Ze kvadratické soustavy, ve kterych se nevyskytuji
dvé konstanty za sebou nejsou o moc vyjimec¢néjsi ¢i méné obecné nez obecné kvad-
ratické soustavy. Z libovolné kvadratické soustavy totiZ mizeme udélat ,,ekvivalentni”
soustavu splilujici pozadavek na fidké konstanty takto: Pro kazdy vyskyt v konstanty
zaloZime 3 nové proménné xy, ay, Yysp- Oznaéme ptvodni konstantu A = v a nahradime
konstantu Ay v tomto vyskytu proménnou ay. Navic pfiddme do soustavy rovnici

vavyv = XylvlYy.

3.6 Periodicita

3.6.1 Opakujici se konstanta

Tvrzeni 3.25. Uvazujme kvadratickou soustavu S, jeji feent r a jej konstantu A. Cislem
n ozna¢me pocet vyskyt konstanty A a pfedpokladejme, Ze v feSeni existuje alespon
(n + 1) po sobé jdoucich pozic konstanty A. Pak existuje feSeni 1" soustavy S, které je I-
mensi i c-mensineZ r. Je-li navic S orientovana soustava, staci n volit jako pocet vyskytt
konstanty A na jedné strané.

Diikaz: Ozna¢me (V, V+1,..., V+n) po sobé jdouci pozice konstanty A. Protéjsek kazdé
takové pozice je obraz nékterého vyskytu konstanty A. Pak tedy existuji dvé rtizné takové
pozice V +i, V +j (kde 0 < i,j < n), které maji stejny protéjsek. Pokud je navic soustava
orientovand, budou v8echny protéjsky na opa¢né strané nez zmiriované vyskyty, proto
pro existenci dvou vyskytti se stejnym protéjskem staci volit 7 jako pocet téchto vyskyti.
Uvazme tedy pozici W jako spole¢ny protéjsek pozic V +ia V +j. V posloupnosti

W2, Wing, Wining,. ..

se musi nékde objevit pozice V +i i pozice V + j. BUNO se V +i v této posloupnosti
objevi d¥ive. Pak je V +j = (V +i)(u1)" pro n&jaké k a Src(V + i) je vyskyt proménné.
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3. Mikro-operace kvadratickou rovnici aneb skakani po pozicich

Ozna¢me mnozinu M pozic jako

((V+),(V+iu, (V+DGDL (V+DmD M, (VD@D (V + D) n).

Homomorfiskus 7" pak volime odstranénim pozic mnoziny M. Zbyva ovéfit, zZe tento
homomorfismus je feSenim, tedy Ze r'(S1) = r'(S;) pro kazdou rovnici S; = S, soustavy
8. Pro rovnice R rizné od rovnice pozice V je to ziejmé, jelikoZ pro takové rovnice kazdé
U € r[R] splituje U € M praveé kdyz Ut € M.

Nakonec ukdzeme rovnost pro rovnici pozice V. Ozna¢me S; stranu rovnice pozice
V a S; druhou stranu téZe rovnice. Pak

r'(51) = 1(51) liind,(UyUer(s11\M )

zatimco
7'(S2) = 1(52) liind,(U)UeriS \M}=

= 7(51) liind,(U)lUer(S)\MIULV+] ]\ V+i )

a to je totéz, vzhledem k tomu, ze V +ia V +j lezi ve stejném souvislém bloku A-Cek. m

[const-strid] __ ., . e o . , L oY ,
Dusledek 3.26. Pro libovolné feSeni 7’ orientované 2-soustavy existuje feSeni r, které

je I-mensi i c-mensi a soucasné v ném nesou zddné dvé po sobé jdouci pozice jedné
konstanty. Specielné tedy v libovolném [-miniméInim i c-minimalnim feSeni orientované
2-soustavy nejdou nikde dvé stejné konstanty po sobé.

3.6.2 Linearni mez na exponent periodicity

Ve zdroji [l je dokézand linedrni mez na exponent periodicity. Ukdzeme zde tentyz
vysledek pomoci protéjsku mnoziny. Navic pak ukdzeme, Ze je mozné libovolnou fesi-
telnou soustavu , pfevést” na soustavu s pouze jednickovym exponentem periodicity.

Definice 3.27. Bud S soustava na slovech a r jeji feSeni. Pak ozna¢me exponent periodicity

2 Mz

feseni r jako nejvétsi ptirozené ¢islo n takové, Ze existuje proménné x a slova a, 8,y € 6s
spliiujici
r(x) = ay"B.

Exponentem periodicity feSitelné soustavy S rozumime nejvétsi exponent periodicity ptes

vSecha moZnd nejmensi feSeni.

Tvrzeni 3.28. UvaZujme kvadratickou soustavu S, jeji feSeni r, pozici V a ¢islo k > 1. Déle

Z ¥z

volme z jako pocet zlomii soustavy. Pfedpoklddejme, Ze pro vSechna celd ¢isla i spliiujici
0<i<k-(z+2)-1je

V+i=V+i+k
Pak existuje feSeni soustavy S, které je ostie [-mensi i c-mensi nez r.

Diikaz: Volme k je nejmensi mozné, pak bude platit, Ze pro kazdé i € {0, ...,k -1} budou
uspofadané k-tice konstant

(V+i),(V+i)+1,...(V+i)+ (k-1)),

navzjem rtzné.
UvaZzme nyni z + 3 nasledujicich k-tic po sobé jdoucich pozic

WV, V+1,...V+(k-1)),
VW+hk,\V+l+1,...(V+k)+(k-1)),

(V+k-z+2),(V+k-z+2)+1),...,(V+k-(z+2)+ (k-1))
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3.6 Periodicita

Vsem témto k-ticim najdéme protéjsek v mnoziné M = {V,..., V +k-(z+3)-1}. VSechny
tyto protésky jsou disjunktni. Nejvyse z téchto protéjski mize obsahovat zlom, pro
vSechny ostatni protéjsky p musi spliiovat, Ze p% protind mnoZinu M. Navic vzhledem k
tomu, Ze M je mnoZina po sobé jdoucich pozic, mohou existovat nejvyse dva protéjsky
p, pro které pt, mnozinu M protind, ale neni v ni celé obsaZeno. Proto zde je protéjSek p
takovy, Ze ph je podmnoZzinou M a proto (z minimality k) je pta opét jednou z ptivodnich
k-tic.

Oznacme k-tici spliiujici t¢ € M jako t, pfitom t¢ = #(I%)"T pro vhodné n. Pak
miiZzeme z feSeni r odstranit mnoZinu vyskytu

HUHYU.. UK.

Disledek 3.29. Exponent periodicity kvadratickych rovnic je mozné shora linedrné ome-
zit vzhledem k jeji délce.

Poznamka 3.30. Linedrni mez nejde zlepsit, a to ani pro 2-soustavy. UvaZzme néasledujici
rovnici, kde A, B jsou konstanty, jednotliva a;, b; pak proménné

alBﬂzblﬂgbz A anbn_1Abn = Ablﬂlbzﬂz e bnﬂnB.

V této rovnici nemiize mit v feSeni Zddnd proménnd nulovou délku, takova skutec¢nost
by totiz znamenala rozpadnuti rovnice na dvé nefe$itelné 2-rovnice. Jediné nejmensi
feSeni r tedy je, kdyZ pro vSechna i je r(a;) = A a r(b;) = B.

Pokud zavedeme novou proménnou x a sestrojime soustavu

alBa2b1a3b2 e anbn_lAbn =X, X= Ab1a1b2a2 Ce bnanB,
bude nejmensi feSeni stéle stejné, avsak exponent periodicity bude n + 1.

3.6.3 Pfeveditelnost na jednotkovy exponent periodicity

Tvrzeni 3.31. Pro kazdou kvadratickou soustavu S existuje kvadraticka soustava 7, s
néasledujicimi vlastnostmi.

e Exponent periodicity soustavy 7 je roven jedné,
e min(7) = min(S),
o [7T]<3|S|

Diikaz: Uvazme minimdlni feSeni r soustavy S. Soustavu 7 sestrojime tak, Ze zakladé
r vepiSeme vSem neprazdnym proménnym konstantu na zacatek, nasledné vSem
neprazdnym proménnym vepiSeme konstantu na konec a pak smazeme prazdné pro-
ménné. Nakonec na zdkladé toho feSeni rozrtiznime konstanty a vysledek oznac¢ime
za soustavu 7 .. Prvni dvé podminky jsou ziejmé splnény, zbyva ukazat, Ze exponent
periodicity 7" je roven jedné.

UvaZzme tedy né&jaké nejkratsi feSeni s této soustavy. (]

Disledek 3.32. Pokud bychom méli polynomialni resp. jednoduse exponencialni mez
pro ty kvadratické soustavy, jejichZz exponent periodicity je roven jedné, méli bychom
polynomidlni resp. jednoduse exponencidlni mez pro vSechny kvadratické soustavy.
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[makro]

Kapitols QESY

Makro-operace s kvadratickou rovnici
aneb lamani a dosazovani

4.1 Operace

4.1.1 Smazani prazdnych proménnych

Definice 4.1. UvaZzujme soustavu S, kterd obsahuje alespor jednu konstantu, a jeji feSeni
r. Definujeme soustavu 7~ s feSenim s, kterd vznikne smazinim prizdnych proménnijch
feseni r jednoduse tak, Ze ze soustavy odstranime vSechny vyskyty vSech proménnych,
které maji v feSeni r prdzdnou délku. Pokud méa v feSeni r nulovou délku celd néktera
rovnice, vyhodimeji celou ze soustavy. Ze nakonec néco zbude je zarudeno pozadavkem
na existenci konstanty v rovnici. ReSeni s vznikne z r jednoduse tak, Ze zapomeneme
hodnoty na vyhozenych proménnych.

Pozorovani 4.2. Z libovolného feSeni s soustavy 7~ je mozné opét odvodit feSenim 7’
soustavy 8. Splnujici pro vSechny proménné x soustavy 7~ rovnost 7’(x) = s(x) a pro
ostatni proménné soustavy Sje |x|, = 0 Obracené to miizeme provést praveé pro ta feSeni
r’, kterd spliiuji pro vSechny proménné soustavy x spliiuji implikaci |x|, = 0 = [x|» = 0.
Z toho plyne min T > min S. Pokud je navic * minimdlni feSeni, nastava rovnost.

Definice 4.3. Pojem odvozené feSeni budeme v souvislosti se smazanim prazdnych pro-
ménnych proménné pouzivat ve smyslu ptedchoziho pozorovani.

Pozorovani 4.4. Smazanim prazdnych proménnych se zachovd mnoZina konstant a ne-
zvysi se pocet zlom1.

4.1.2 Lamani rovnic

Definice 4.5. UvaZujme soustavu S, jeji feSeni r a jeji dva zlomy (v -1, v), (W — 1, w) ta-
kové, Ze jsou to zlomy stejné rovnice na jejich rtiznych strandch a navic Ind,(v) = Ind,(w).
Pak definujeme soustavu 7~ vzniklou rozdélenim rovnice S v téchto zlomech: Soustava 7~
obsahuje stejné rovnice jako soustava S aZ na to, Ze neobsahuje rovnici vyskytt v, w.
Misto toho obsahuje dvé nové rovnice:

Vv=3v-2v-1=..w-3w-2w-1, vv+1lv+2..=ww+1w+2...

Pozorovani 4.6. Pti pouZiti znaceni z pfedchozi definice je r soucasné feSenim soustavy
7 . Déle libovolné feSeni soustavy 7 je opét feSenim soustavy S. Obracené to platijen pro
ta feSeni, kterd spliiuji podminku pro zlomy Ind,(v) = Ind,(w). Z toho plyne min T >

min S. Pokud je navic r minimdlni feSeni, nastdva rovnost.

Pozorovani 4.7. Pokud v soustavé rozlomime rovnici, snizime pocet celkovy zlomi o 2
a zachovame mnoZinu konstant.

Dokud ldméni rovnic je moZné, mtizeme zvesela vytvéret slozitéjsi a sloZitéjsi rov-
nice. AvSak hodilo by se moci rovnici ,nasilim” zlomit tam, kde ndm k tomu sama ne-
dava piilezitost. Musime si tedy zlomy naproti sobé vyrobit.
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4.1 Operace

4.1.3 Lamani proménnych

Definice 4.8. Uvazujme soustavu S, jeji feSeni r, vyskyt v v soustavé jeji proménné x a

dvé nezaporné cela ¢isla z splitujici
Ind,(v) < z < Ind, (V) + |x|,.

Ix|,. Pak definujeme soustavu 7 s feSenim s vzniklou rozlomenim vyjskytu v v bodé z na
zéakladé feSeni r: Soustava 7~ vznikne nahrazenim vSech vyskytt proménné x za dvojici
novych proménnych x;x,. V feSeni s pak

Dvojici vyskytt v 7 vzniklou nahrazenim vyskytu v fikame zlom vzesly z rozdéleni pro-
meénné.

Pozorovani 4.9. P¥i pouZiti znaceni z pfedchozi definice 1ze z kazdého feSeni s soustavy
7 odvodit feSeni r’ soustavy S spliiujici s(y) = ' (y) pro kazdou proménnou riznou od
x a dale s(x1x2) = r(x). TotéZ 1ze provést i obracené. Tedy z libovolného r’ odvodit s. Tedy
napiiklad min T > min S.

Definice 4.10. Pojem odvozené feseni budeme v souvislosti v rozlomenim proménné po-
uzivat ve smyslu pfedchoziho pozorovani.

Pozorovani 4.11. Rozlomenim proménné v kvadratické soustavé zvysime celkovy pocet
zlomii nejvyse o 2 a zachovame mnoZzinu konstant.

Definice 4.12. UvaZujme soustavu S, jeji feSeni r, vyskyt v = (R, S,7) v soustaveé jeji
konstanty nebo neprdzdné proménné x. Pfedpoklddame, Ze je-li v + 1 definované, tak
v + 1], > 0. Definujeme soustavu 7~ s feSenim s vzniklou rozlomenim soustavy S za
vyskytem V na zikladé feseni r. Je-li v posledni (tedy v + 1 neni definovdno), ponecha-
vame 7 = S as = r. V opatném piipadé se podivame pozice V, W definované jako
V = Img(v) + (Jv|, - 1) a W = VI a kone¢né ozna¢ime vyskyt w = Src(W). Plati-li
w # Src(W + 1), rozlomime rovnici ve dvojici zlomt (v, v + 1) a (W, w + 1). V opa¢ném
piipadé nejprve rozlomime vyskyt w v bodé€ Ind(W + 1) a pak teprve rozlomime rovnici
ve zlomu (v, V + 1) a zlomu vze$lém z rozlomeni proménné. Vysledek prohlasime za
soustavu 7~ s feSenim s.

Analogicky definujeme i rozloment soustavy S pred vyskytem v. Nakonec definujeme
vylomeni vyskytu jako postupné rozlomeni soustavy pfed a za nim.

v X1 X

(o) U » |

Obrazek 4.1. Rozlomeni soustavy za vyskytem V.

[img-rozde
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4. Makro-operace s kvadratickou rovnici aneb lamani a dosazovani

Pozorovani 4.13. Pti pouziti znaceni z pfedchozi definice Ize z kazdého feSeni s soustavy
7 odvodit feSeni r’ soustavy S (at uz ldmeme pted vyskytem, za vyskytem, ¢i dokonce
vylamujeme vyskyt). Opét tedy budeme hovoftit o odvozenych feSenich.

Pozorovani 4.14. Rozlamovéni pted/za vyskyty v kvadratickych soustavach (a tedy i
vylamovani vyskytti) nezvysi pocet zlomtl a zachovavd mnozinu konstant.

Ackoli pocet zlomii vétSinou zistdva stejny a kazdopadné neroste, pocet rovnic
mitiZe rist do aleluja. Je vSak nabiledni, Ze rovnice beze zlomt bude mozné redukovat.

4.1.4 Dosazovani

Definice 4.15. O rovnici R v soustavé S fekneme, Ze je dosaditelnd, pokud alespori jedna
ze stran mé délku 1 a navic je tato strana tvofena proménnou.

Definice 4.16. O dosaditelné rovnici R v soustavé S fekneme, Ze je trividlni, pokud maji
obé strany délku 1.

Definice 4.17. Uvazujme v soustavé S s feSenim r dosaditelnou rovnici R a jeji stranu S
délky 1 s proménnou x. Definujeme soustavu 7~ vzniklou dosazenim této strany resp. vyskytu
(R, S,0). Oznatme S’ druhou stranu rovnice R. Soustava 7 vznikne z S tak, Ze smazeme
rovnici R a vSechny vyskyty proménné x v rovnici nahradime slovem S’.

Poznamka 4.18. Tedy, je-li rovnice tvaru x = x, je jeji dosazeni jen jejim odstranénim.

Pozorovani 4.19. Pfi pouZiti znaceni z pfedchozi definice 1ze z kazdého feSeni s soustavy
7 jednoznacné odvodit feSeni r soustavy S, aby pro vSechny proménné x soustavy 7~
platilo r(x) = s(x). Opét tedy budeme hovotit o odvozenych feSenich. Délka odvozeného
feSeni v tomto p¥ipadé splituje nerovnost |sl < [r|g < 2|sls.

Pozorovani 4.20. Dosazeni v kvadratickych soustavach nezméni pocet zlomfi, zato snizi
pocet rovnic i délku soustavy o 1.

Pozorovani 4.21. Pokud provddime dosazovéni, dokud to nékde jde, tak po kone¢ném
¢ase skon¢ime a vysledek (aZ na isomorfismus soustav) nezavisi na pofadi, ve kterém
jsme dosazovali.

Pfirozeny postup nynije vylomit vyskyt proménné a nasledné jej dosadit. Zadrhel by
mohl nastat, pokud bychom vylomenim vyskytu ,zasdhli” druhy vyskyt této proménné
— tim bychom vylomenim neziskali dosaditelnou rovnici. UkdZeme, Ze v minimalnim
feSeni se to stat nemtiZe a dame postup, jak se s takovou situaci obecné vyporadat.

4.1.5 Kraceni prekryvi

Definice 4.22. Uvazujme kvadratickou soustavu S a jeji feSeni r a proménnou x. Prekry-
vem proménné x v feSeni r rozumime dvojici vyskytl této proménné (v, w) v soustave,
takovou, Ze tyto vyskyty lezi na rtiznych strandch jedné rovnice a navic

0 < |Ind,(v) — Ind,(W)| < |x|,.

Pokud nastdva rovnost, nazyvame tento pfekryv trividlnim, v pfipadé ostré nerovnosti
naopak mluvime o netrividlnim pfekryvu.

Pozorovani 4.23. Pokud proménnd nemd piekryv a kolem svych vyskytti nema prazdné
proménné, mtizeme jeden jeji vyskyt z rovnice vylomit, tim ziskdme dosaditelnou rov-
nici, tedy nadsledné miizeme tento vyskyt dosadit.

’ Meéjme kvadratickou soustavu S, jeji feSeni r a pfekryv (v = (R, S,i), W = (R, S,)))),
BUNO predpoklddejme Ind,(v) > Ind,(w). Ozna¢me k = Ind,(v) — Ind,(w), dale pozici
V = Img(v) a definujeme homomorfismus s odstranénim pozic mnoziny

V.V+1,...,.V+k-1),
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[neprekryv]

4.2 Na ktere soustavy se staci zamérit — pokracovani

Vi, (V+Du,....(V+ (k- D).
Tedy proménna x je v tomto feSeni o k kratsi.
Tvrzeni 4.24. Homomorfismus s popsany vyse je skute¢né feSenim rovnice S.

Diikaz: Pro libovolnou pozici W z mnoZiny
V.V+1,...,V+k-1)

plati Wn3 = W — k. Proto, ozna¢ime-li stranu rovnice pozice V jako 51, mame

%]

Obrizek 4.2. Pokraceni pfekryvu proménné x

[img-prekryv]

Dusledek 4.25. Pro kazdé feSeni r kvadratické soustavy existuje feSeni s bez prekryvii
splitujici s <; 7, s <. r. Zadné [-miniméIni ani c-miniméalni feSeni tedy nema piekryv.

Definice 4.26. Uvazme feSeni r kvadratické soustavy S a netrividlni prekryv (v, w) pro-
ménné x v tomto feSeni. Opakované odvozujeme mensi feSeni postupem popsanym

vyse, dokud ma proménna x netrividlni ptekryv. Takto vzniklému feSeni fikame feseni
vzniklé pokrdcenim prekryou (v, w).

Definice 4.27. Operace ,smazani prdzdnych proménnych”, ,ldmani rovnic”, ,ldméni
~ 4 z4/

vyskytu v bodé”, ,lamani pfed / za vyskytem”, ,vylamovéani vyskytid”, ,,dosazovani
a ,pokraceni pfekryvu” budeme souhrné oznacovat jako makro-operace.

4.2 Na které soustavy se staci zaméfit — pokracovani

Pozorovani 4.28. Soustava S mé nejvyse tolik netrividlnich rovnic, kolik ma celkem
zlomu a konstant. Pokud tedy S nema Zadné trividlni rovnice, mtiZeme odhadnout jeji
délku na zakladé poctu zlomt z a poctu konstant c.

z2=2(IS] =S < 2|81 -2(z+¢c) = |S| < gz +c.
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[exp-exp-mez]

4. Makro-operace s kvadratickou rovnici aneb lamani a dosazovani

Pozorovani 4.29. Mame-li feSitelnou kvadratickou soustavu S, podosazovanim vsech
moznych dosaditelnych rovnic ziskdme kvadratickou soustavu S, bez dosaditelnych
rovnic, kterd splituje

[ J %32 = 653,

® (S2) <(S).

e minS; <minS - |S].

Posledni nerovnost plyne z toho, Ze pro libovolné feseni soustavy S, se pfi odvozeni

feSeni soustavy S kazda proménna zkopiruje nejvyse |S|-krat.

Disledek 4.30. Pokud dokaZeme polynomidlni resp. jednoduse exponencialni mez pro
2-soustavy bez dosaditelnych rovnic, budeme mit i polynomidlni resp. jednoduse expo-
nencidlni mez pro vSechny kvadratické soustavy.

4.3 Dvojité exponenciondlni mez

zZN 2 z

Pozorovani 4.31. Existuje polynom p s nasledujici vlastnosti. Kdykoli uvazime pevné
mnoziny ¢ a ¥, tak pocet vSech moznych kvadratickych soustav, jejiz mnoZina konstant
je podmnoZina ¢ a mnozina proménnych je podmnozina # nepfevysuje

2p|<€U“V| )

Pozorovani 4.32. UvaZujme soustavu S s feSenim r a z té pomoci makro-operaci odvo-
zenou soustavu 7~ s feSenim s. Plati s <. r. Dale uvaZzme dvé feSeni sy, s, soustavy 7~ a
zpétné odvozend feseni r, 1, soustavy S. Pokud plati s; <; s, tak platiiry < r,. Pokud
tedy feseni s bylo [-minimalni, bude takové i feSeni s.

Poznamka 4.33. Rozsifit pfedchozi pozorovani na dalsi typy uspofdddni nemtizeme.
DozZadovat se s <; r by z principu nedavalo smysl, protoze soustavy S a 7 maji pfi
lamani proménnych rtizné mnoZziny proménnych. Déle uvedme kvadratickou soustavu
s jednou konstantou A.

A=xy, x=z, y=u, u=0o.

Jeji jediné c-minimdlni (soucasné nejmensi) feSeni je x = z = A, zbylé proménné jsou
prazdné. Dosazenim rovnic # = v a y = u odvodime soustavu

A=xv, x=2z,

s odvozenym feSenim x = z = A, v je prazdné. To ale neni c-minimélni feSeni, c-mensi
feSeni je takové, kde v = A a x, z jsou prazdné.

Je tu tedy opét drobnd nepfijemnost, Ze pfi postupném ldmanim a dosazovanim
vime pouze, Ze feSeni klesaji v c-uspofadani, avSsak minimalitu mame zarucenou pouze
co se tyce [-usporadani. S tim se vypotfadame tak, Ze budeme rovnice ldmat pouze spe-
cifickym zptisobem, pfi kterém budeme mit kontrolu nad mnozinou # a budeme tak
odvozovat dokonce fedeni, kterd budou [-mensi.

Tvrzeni 4.34. Existuje polynom p takovy, Ze pro libovolnou kvadratickou soustavu S mé
kazdé [-minimalni fe$eni délku mensi nez 22",

Diikaz: DokdZeme tvrzeni pro 2-soustavu, pro zobecnéni na véechny kvadratické rovnice
staci pouzit tvrzeni ??.

Zacneme s obecnou fesitelnou 2-soustavou S s z zlomy a jejim -minimdlnim fe-
Senim rq. Pfedpokladame, Ze v r; neni Zddna proménnd prazdna (kdyZ tak smaZeme
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4.4 Co by stacilo pro jednoduse exponencialni mez — pokracovani

prazdné proménné). Postupné odvozujeme 2-soustavy S; s [-minimalnimi feSenimi 7;
bez prazdnych proménnych tak, Ze vzdy bude platit

i CgSm < CgSi’
b %Sin < (gSi/
® 7iv1 <| i
® 1 <2riy1.

V nékterém kroku k skon¢ime na soustave Sy a fesSeni r, délky 1. Vzhledem k tomu, Ze
se bude jednat o ostfe [-klesajici posloupnost [-minimélnich feSeni, nesmi se v ni zddné
2-soustava opakovat. Rtiznych soustav mtiZze byt pouze omezen& mnoho, tedy k < 2715
pro néjaky polynom nezévisly na S. Posledni vlastnost posloupnosti nam zarudi dvojité
exponencialni mez

1] < 2719,

Zbyva popsat, jak odvozujeme jednotlivé soustavy. Pokud zbyla pouze jedna trividlni
rovnice, ukon¢ime ¢innost. Jinak v kazdém kroku vybereme jednu rovnici R soustavy
S;. Je-li tato rovnice dosaditelnd, dosadime ji a jsme hotovi. V opa¢ném piipadé uvazime
vyskyty v = (R, S,0), w = (R, S’,0), kde S, S’ jsou rtizné strany rovnice R. Pokud |v|,, =
|W|,,, rozlomime rovnici R ve dvojici zlom# (v, v + 1) a (w, w + 1). Nasledné dosadime
vzniknuvsi trividlni rovnici a jsme opét hotovi.

Zbyva moznost, kdy maji v a w v r; rtizné délky. Pak BUNO |v|, < |wl|,. V tako-
vém piipadé rozlomime rovnici za vyskytem v. To rozdéli proménnou na dvé — xy. Pro
proménnou y pouzijeme jakoZzto prvek mnoziny ¥s, odstranénou proménnou W a pro-
vedeme dosazeni vyskytu vI proménné x, ¢imZz tato nova proménnd zmizi a my dosah-
neme pozadované vlastnosti. ]

44 Co by stacilo pro jednodusSe exponencidlni mez -
- pokracovani

[omez-vysk] ) y 1 - .
omeETVYSE Tvrzent 4.35. Jednoduse exponencialni mez pro kvadratické soustavy bychom méli jiz

za nésledujicitho pfedpokladu: , Existuje rostouci polynom p s nasledujici vlastnosti. Pro
kazdou 2-soustavu S existuje jeji konstanta A a feSeni r, Ze Freq, ¢(A) < 2PS1# Jinymi
slovy staci dokédzat jednoduse exponencidlni mez pro frekvence nejméné frekventované
promenné.

Diikaz: Staci dokdzat jednoduse exponencidlni mez pro 2-soustavy bez dosaditelnych
rovnic. Vezméme si tedy takovou 2-soustavu S, pocet zlom v ni ozna¢me n. Déle
oznacme Sj¢, = S PopiSeme postup, jak z 2-soustavy S; vytvoftit soustavu S;_; opét bez
dosaditelnych rovnic a s i konstantami. Tento postup budeme provadét, az do Sp.

Z ptredpokladu mame fedeni r soustavy S; a konstantu A, e Freq, ¢ (A) < 2/,
Oznacme k; = Freq, ¢ (A). Na v8echny pozice konstanty A v feSeni tuto konstantu vepi-
Seme do soustavy — tim vznikne k novych proménnych a konstanta A se jiZ v rovnici
nebude vyskytovat dvakrat, ale 2k-krat. Nova rovnice tak bude mit o 4k zlomu vice.
Dale podle feSeni r kolem v8ech téchto konstant A rovnici rozdélime a rovnice A = A
smazeme. Tim dostaneme soustavu, kterou oznac¢ime 7;. Pocet zlomti v soustavach S;
a 7 je stejny, jakkoli T; mtize mit oproti S; exponencionalni mnoZzstvi rovnic. Nakonec
definujeme S;_; jako rovnici, kterd vznikne z T; podosazovdnim dosaditelnych rovnic.

Absence triviadlnich rovnic v S; dava

(Siy <n, [Sil=n/2+(Si) <2n.

Tedy «7:) < n + 2P2" < 272 pro ngjaky rostouci polynom p, nezavisly na n. Kdykoli
vezmeme feSeni r soustavy S;_1 a odvodime z néj feSeni r’ soustavy T;, bude tak [r'|7, <
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4. Makro-operace s kvadratickou rovnici aneb lamani a dosazovani

2720 - r|g, ). Kazdéd proménna z S;_; se totiz zkopiroje nejvyse (7;)-krat. Z toho plyne

Rovnice Sy méa nulové fedeni, takZe indukci snadno dostdvame

Celkem

pro néjaky polynom p3 nezavisly na S.

[len-to-eq]

min(S;) < ki + min(77) < 22" . (min S;_; + 1).

min(S;) < 2P 4.4 P20

min(S) < |S] - 27200181 < (S| . 2P @8NS < opalS]

2-rovnice R (j. soustava o jedné rovnici) a feSeni r soustavy S splrujici

® 6 C Cs,
e R <|Sl,

@ |x|, = minR.

Tvrzeni 4.36. Nechtje ddna feSitelnd 2-soustava S a jeji proménna x. Pak existuje feSitelnd

Diikaz: Uvazme libovolné feSeni rq soustavy S. Z néj nasledujicim postupem nezvysu-
jicim pocet zlomt ani celkovou délku feSeni odvodime feSeni r, soustavy S,. Nejprve
odstranime z rovnice v8echny proménné, které maji v r; nulovou délku. Pak v tomto
feSeni vylomime oba vyskyty proménné x (pokud se tyto vyskyty pied tim pfekryvaly,
tak je pokratime). Vzniklé dvé rovnice tvaru x = ... ozna¢ime Ri, R; a orientujeme je
tak, aby x bylo nalevo. Jesté (pro jistotu) smazZeme prazdné proménné, takze v dalsim
postupu jiz budou vSechny proménné neprazdné. Pokud by byla prazdnd proménna x,
snadno vytvofime kyZenou rovnici R, tedy pfedpokladame, Ze x jsme nesmazali a je ne-
prazdné. Dale budeme budovat dva zakofenéné stromy rovnic, jejichz kofeny budou Ry
a Ry. Kazdy prvek stromu bude tvaru

y=...

pro néjakou proménnou y a druhy vyskyt proménné y bude na pravé strané rodice to-
hoto prvku. Tyto stromy budujeme jednoduse tak, Ze v kazdém kroku vybereme pro-
ménnou Yy, jejiz jeden vyskyt je v nékterém prvku stromu P a druhy vyskyt v je mimo
oba stromy. Vylomime tedy vyskyt v a rovnici ,y = ...” z toho vze$lou zafadime do
stromu za prvek P. Takto postupujeme, dokud mtizeme. Tedy na konci mame soustavu
S, feSeni r, a dva vySe popsané zakofenéné stromy s vrcholy na rovnicich S,, Ze kazda
proménna ma bud oba své vyskyty v téchto stromech nebo oba mimo né.

[img-stromﬁ{1
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]

Obrazek 4.3. Ukazka sestavenych stromt na zédkladé postupu v dtikazu

UvaZzme soustavu S3 sestdvajici se pouze z rovnic z tohoto stromu — to je 2-soustava.
Po podosazovani vSech dosaditelnych rovnic v S3 dostdvame 2-rovnici R jejiz obé strany
se maji rovnat jiZ redukované proménné x. Prvni poZadovana vlastnost na rovnici R z
tvrzeni je splnéna zfejmé, druha plyne z toho, Ze R ma nejvyse tolik zlom i rovnic, co

18
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4.4 Co by stacilo pro jednoduse exponencialni mez — pokracovani

soustava S Zbyva ukazat tfeti vlastnost — tedy najit feSeni r. UvaZme nejmensi feSeni r4
rovnice R a feSenti r3 jako feSeni soustavy S3 odvozené z r4. To znamend

min(R) = |r4lg = |x];.

Nyni v feSeni r, pouZijeme u vSech proménnych soustavy S;3 hodnoty z feSeni 3
namisto ptivodnich hodnot z r,, tim dostaneme feseni r; soustavy S, ve kterém |x|,, =
min(R). Odtud jiz jen zpétné odvodime fesSeni soustavy S s touto vlastnosti. ]

Dissledek 4.37. Pokud bychom méli jednoduse exponencidlni mez na nejmensi délku
feSeni pro feSitelné 2-rovnice, méli bychom z véty 3.22 i jednoduse exponencidlni mez
pro vSechny fesitelné 2-soustavy, tedy i pro vSechny kvadratické soustavy.

Dusledek 4.38. Pokud bychom méli jednoduse exponencidlni mez na nejmensi moznou
velikost nejmensi proménné v feSeni pro 2-rovnice, méli bychom na zékladé opétovného
vyuziti tvrzeni i jednoduse exponencidlni mez pro vSechny kvadratické soustavy.
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[dualita]

Kapitola QSN

Dualita mikro a makro pfistupu

5.1 Motivace a intuice

Jakje patrno z pfedchozich dvou kapitol, postupy v mikro-pfistupu jsou v jistém smyslu
analogické k postuptim v makro-pfistupu, jakkoli oba pfistupy vzesly ze zna¢né odlis-
nych tvah. Tabulka p.1| zobrazuje pojmy a tvrzeni z obou kapitol, které si odpovidaji.

mikro-pfistup makro-piistup

délka proménné frekvence konstanty
l-usporadani c-usporadani
c-uspofadani l-usporadani
prazdnd proménnd konstanta s jednou pozici
pocet proménnych pocet zlomt
konstanty rovnice
slepené konstanty trividlni/dosaditelna rovnice
sliti konstant dosazeni rovnice
vepsani a rozrtiznéni konstanty rozptileni proménné
opakujici se konstanta prekryv
tvrzeni 3.22) tvrzeni ¢.35

[tab- Ohlalitafvrzeni B3.23 tvrzeni 4.36

Tabulka 5.1. Intuitivné dudlni pojmy na zakladé mikro/makro analogie

Tato kapitola vysvétluje, kde se zde tato dualita bere a pro jistou tftidu kvadratickych
rovnic zavadi pojem dudlni kvadratické rovnice — pro takzvané orientované 2-soustavy.

Definice 5.1. O 2-soustavé fikame, Ze je orientovand, pokud se kazda proménna vysky-
tuje pravé jednou na levé strané nékteré rovnice a pravé jednou na pravé. Na zdkladé
toho délime vyskyty proménnych na pravé a levé.

Pozorovani 5.2. Je-li vyskyt v na levé strané rovnice, pak v*¢ je na pravé strané a obra-
cené.

Dusledek 5.3. V orientované 2-rovnici je kazdd konstanta prave jednou na levé strané
nékteré rovnice a pravé jednou na pravé.

Reseni r orientované 2-soustavy S je monoidovy homomorfismus (¥s U €s)" — €
zachovévajici konstanty. Na zdkladé néj mtizeme zavést ,, dudlni feSeni” r* jakoZzto ho-
momorfismus (¥s U 65)° — ¥ zachovavajici proménné. Pfitom pro libovolnou kon-

stantu A definujeme

rT(A) = Sre(vi) Src(vinl) ...Src(vieih)

Dudlni feSeni bychom tedy méli, ale pro jakou rovnici je feSenim?
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5.2 2D rovnice

5.2 2D rovnice

Definice 5.4. Necht jsou dany dvé stejné mohutné disjunktni kone¢né mnoziny konstant
¢ a proménnych 7. Pak 2D rovnici na slovech rozumime uspofddanou Sestici

(%l’ /yq’ %T’ /y(_’i b z)’

kde prvni ¢tyfi prvky jsou kone¢né neprazdné disjunktni mnoziny, I je postfixové zna-
¢end bijekce mnoziny (64 U ¥~ U%T U ¥ <) do sebe, ~ je symetricka reflexivni relace na
té samé mnoZziné, a navic plati nasledujici pozadavky.

e Bijekce 7 , posila na opa¢ny konec”, tedy

e Proaeétjeat €47,
eProae ¥V jeal €V,
e Proa e ¢Tjeat € ¢,
e Proae?“jeat e V7,

e Proa e @'

* existuje pravé jedno B € € spliujici B ~ a, konkrétné je 8 = a,
* existuje pravé jedno g € ¥ splitujici 8 = «,
* existuje praveé jedno g € ¥~ spliujici 8 ~ «,
* neexistuje zadné g € ¢, které by spliovalo 8 ~ a.
e Predchozi bod plati i pro zbylé 3 orientace Sipek (tj. kdyz se ctvefici mnoZzin
(€1, v, 6", V) provadime cyklické zdmény).
Z historickych dtivodd budeme prvkém mnoziny ¢ fikat konstanty a prvkéim mno-
ziny 7~ budeme fikat proménné.
Definice 5.5. Velikosti 2D rovnice rozumime celkovy pocet proménnych a konstant, tedy
|G+ 92 =217

Definice 5.6. ReSenim 2D rovnice rozumime sedmici

X,mg,my, L, =, T, <),

kde X je kone¢nd mnozina, my, my jsou zobrazeni a |, —, T, < jsou postfixové znacend
zobrazeni. Roz8ifmé relaci ~ jakoZto minimalni reflexivni je$té na mnoZinu X. ReSeni
pak musi splfiovat jeSté nasledujici podminky.

e Vyse uvedend zobrazeni jsou definovéna s témito doménami a kodoménami:

ey : (XUYZUYVT) > ¥V,

oy (XUBUET) - E,

el XUBtUY UY ) (XUF,
e 5 (XUYPUBUET) - (XUP9),
e 1:(XUFTUY2UY) = (XUTFY),
e —:( XUV UCTUFYH) - (XU¥™).

e Kdykoli je definovano

xl, plati x| 1 = x,
x—, plati x =« = x,
xT, plati xT] = x,
e x—, plati xe—— = x.

e Je-li definovano x|, plati x| =T« =~ x.
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5. Dualita mikro a makro pristupu

e Zobrazeni my splituje podminky:

o pro viechna a € ¢ je ng () = @,
o pro viechna a € ¢ je n¢ () = a2,
o pro vechna x € X U 6”7 je my(x) = mp(x7).

® Zobrazeni my spliiuje podminky:

e provsechnaa € 7~ jeny(a) = «,
e pro viechna @ € 7 je my(a) = af,
e provsechnax € X U7 jemy(x) = my(xe).

Velikost feSeni chdpeme jako mohutnost mnoziny X.

Pozndamka 5.7. Situaci je moZzné si pfedstavovat takto: 2D rovnice ndm definuje sadu
,kouzelnych” sloupti s ¢tvercovou podstavou. Kouzelnost sloupti spoc¢iva ve vlastnosti,
Ze obejitim sloupu se octneme na jiném misté. Sloupy je mozné chépat jako t¥idy ekvi-
valence, kterd vznikne rozsifenim relace ~.

Regenim 2-rovnice se pak rozumi rozmisténi téchto sloupt do kone¢ného (piesnéji
feceno periodického) svéta tak, aby kdyz rovné vyrazime od stény s ndpisem a, dojdeme
k jiné sténé s ndpisem 2. Prvky mnoziny X jsou pak prtseciky takovych cest.
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Obrazek 5.1. Umélecké ztvarnéni svéta feseni 2D rovnice, ¢tverecky znadi sloupy, pun-
tiky priseciky cest od sloupti
Definice 5.8. Je-li ddna 2D rovnice R a jeji feSeni r, tak dudlni rovnici s dudlnim feSenim
znacime R”, rT a vyrobime je
e vyménou mnozin ¢t a ¥,
e vyménou mnozin ¥~ a ¢,
e vyménou zobrazeni s a wy,
e vymeénou zobrazeni < a T,
e vyménou zobrazeni | a —.

Definice 5.9. délka proménné resp. konstanty v 2D rovnici

Definice 5.10. 2D rovnice s prazdnymi cestami a jeji feSeni

Definice 5.11. SloZitosti 2D rovnice s prazdnymi cestami myslime pocet vSech dvojic
(x,A),kdexe 7> u7v<, Ac€tu¥T, plati x ~ A a pfitom ani x ani A neni prazdné.
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5.3 Souvislost s orientovanymi 2-rovnicemi

5.3 Souvislost s orientovanymi 2-rovnicemi

Tvrzeni 5.12. Z feSeni orientované 2-soustavy umime sestrojit 2D rovnici s prazdnymi
cestami a jeji feSeni.

Tvrzeni 5.13. Z feSeni 2D rovnice s prazdnymi cestami umime sestrojit orientovanou
2-soustavu a jeji feSeni.

Definice 5.14. Dudlni kvadratickd rovnice vytvofend na zékladé feSeni.

Disledek 5.15. V orientovanych 2-soustavach existuje dvojité exponencidlni mez na c-
minimalni feSeni.

Poznamka 5.16. PoZzadavek na orientovanost rovnice je ve 2D rovnicich pro to, abychom
mohli orientovat cesty konstant shora dolt. Od tohoto poZadavku by bylo mozné upus-
tit, pokud bychom nelpéli na orientované mfiZzce a pfipustili neorientovanou. Takovou
,neorientovanou 2D rovnici” bychom nemohli po dualizovani pfevést na obyc¢ejnou kva-
dratickou rovnici na slovech, ale mohli bychom ji pfevést na takovou, kde se misto né-
kterych proménnych vyskytuje jejich ,,zrcadlovy obraz”. Tedy disledek by bylo mozné
s jistym mnoZzstvim péce dokdzat i pro obecné rovnice.
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[slozitost]

Kapitola QN

SloZzitost feSeni kvadratickych soustav

6.1 Kvadratické soustavy jsou NP-tézké

Abychom ukézali, Ze feSitelnost kvadratickych soustav je NP téZky problém, pievedeme
ji na NP-tplny problém — existenci nezavislé mnoziny v grafu'. Konkrétné ukézeme, ze
existuje algoritmus s polynomidlni sloZitosti, ktery dostane na vstupu graf a ¢fslo k a na
zékladé toho sestavi kvadratickou soustavu, kterd je fesitelnd prave kdyz v grafu existuje
nezavisld mnozina velikosti k.

Algoritmus funguje takto:

Ozna¢me V mnozinu vrchol grafu, jeji velikost n a vrcholy budeme znacit po-
stupné vy, ..., v,. Sestrojime kvadratickou soustavu s dvoubodovou mnoZzinou konstant
¢ = {A, B}. Déle pro kazdy vrchol v zaloZzime proménnou a,, pro kazdou uspofddanou
dvojici (v, w) riznych vrcholt zaloZime proménnou b, ;. Nakonec jesté pouZzijeme né-
kolik proménnych, které se budou v soustavé vyskytovat pouze jednou — kazdy vyskyt
takové proménné budeme znacit symbolem *.

Pro kazdy vrchol v sestavime rovnici ,
[vrchol-rovnice]

B"A = by, ... by, Aok, 1)

déle pro kazdou neusporddanou dvojici vrchold {v, w} (je jedno, jak ji usporaddme) za

pfedpokladu, Ze mezi v a w vede hrana, sestavime rovnici )
[hrana-rovnicel]

B= bv,wbw,v*a (2)

Pokud mezi témito vrcholy naopak hrana nevede, sestavime dvojic[i rovnic i ce]
nenrana-rovnice

B= bv,w*, (3)
B = by,*.
A nakonec sestavime rovnici [nez-mnoz-rovnice]
k
AS = ay,a,,..0,,. “4)

Pozorovani 6.1. Sestavend rovnice je kvadraticka. Kazdé a, se totiz vyskytuje pravé jed-
nou v rovnici (4) a pravé v jedné rovnici [(1). Podobné kazdé b, se vyskytuje v pravé
jedné rovnici|(1) a v jedné z rovnic [(2) nebo |3).

Tvrzeni 6.2. Existovala-li v grafu nezavisla mnozina N, pak je sestavena rovnice feSitelna.

Diikaz: Staci volit a, = A pro vsechna v € N, by, pro vsechnav € N aw € V. Ostatni a, a
by volime prazdné. Proménné x vhodné doplnime bud prazdné nebo totozné s levou
stranou rovnice. [

Tvrzeni 6.3. Je-li sestavend rovnice fe$itelnd, pak v grafu existuje nezdvisla mnozina ve-
likosti k.

Diikaz: Oznacme r feSeni rovnice. Na zdkladé rovnic muze kazdé r(a,) obsahovat
nejvyse jedno A. Déle podle rovnice|(4) se r(a,) mohou sklddat pouze z konstant A, proto

1 Ve zdroji [[l]] je ukdzano prevedeni na problém 3-SAT v podobném duchu.
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6.2 Algoritmus pro ovéreni fesitelnosti rovnice s pfedepsanymi délkami

r(a,) = A pro jistou mnozinu N C V, zbyla r(a,) jsou prazdna. Navic podle téze rovnice
IN| = k.

UkaZeme, Ze N je nezavisla mnoZzina, uvazujme dva vrcholy v,w € N. Pak na z&-
kladé& rovnice musi mit slovo 7(byy,byy, - . . byo,) délku alesponi n. Navic podle rov-
nic [(2) resp. [(3) je kazda proménna by, nejvyse jednoprvkova, proto pro véechna x € V
je r(byx) = B a podobné i r(byx) = B. Tedy r(bywbw) = BB a proto diky rovnici |2) mezi
témito vrcholy nevede hrana. ]

Poznamka 6.4. Bylo by mozné sestavenim jesté dalsi rovnice soustavu doplnit, aby se v
ni kazdd proménna vyskytovala pravé jednou a pfesto aby splriovala pozadované vlast-
nosti. Na druhou stranu pfedvedeny postup znacné vyuziva skutecnosti, Ze v rovnici
nejsou rozriznéné konstanty, tedy neni jasné, zda i feSitelnost 2-rovnic je NP-tézky pro-
blém.

6.2 Algoritmus pro ovéfeni feSitelnosti rovnice s prede-
AEE— P . , .
psanymi délkami

Pokud bychom dostali kvadratickou soustavu a pfedepsané délky proménnych, mohli
bychom v linedrnim ¢ase vzhledem k velikosti feSeni ovéfit, zda existuje feSeni, ve kte-
rém maji proménné onu pfedepsanou délku —jednoduse projdeme jejich cesty, najdeme
protéjsky konstant a ovéfime, zda si stejné konstanty odpovidaji. Takovy postup by byl
linearni vzhledem k velikosti tohoto feSeni. UkdZeme ale, Ze je moZné postupovat jesté
efektivnéji — totiz polynomidlné vzhledem k velikosti soustavy a logaritmu velikosti fe-
Seni.

Definice 6.5. Kvadratickou soustavou s predepsanymi délkami proménnych (zkracené KSPDP)
rozumime dvojici (S, ¢), kde S je kvadraticka soustava a ¢ je monoidovy homomorfis-
mus z (Vs U €s)* do Ny se s¢itdnim, pfi¢emZ obrazem kazdé konstanty je 1. Resenim
KSPDP rozumime takové feSeni soustavy S, které pro kaZdou proménnou x spliuje
Ir(x)| = ¢(x). Rikdme, Ze soustava s predepsanymi délkami je feSitelnd, pokud ma feSeni.
Délkou proménné v KSPDP rozumime praveé jeji obraz v zobrazeni ¢.

Definice 6.6. O KSPDP (S, ¢) fikdme, Ze je smysluplnd, pokud pro kaZzdou jeji rovnici
S1 = S, plati ¢(S1) = ¢(S2) Pro smysluplnou KSPDP mtizeme mluvit o pozicich v fe-
Seni a operacich na nich, stejné tak o makro-operacich s rovnici (i bez znalosti feSeni,
dokonce i pro nefesitelné). Definice pozic a makro-operaci se totiz opira pouze o délky
proménnych v feSeni a nevyuziva jeho dalsich vlastnosti. Po provedeni makro-operace
dostaneme opét smysluplnou KSPDP.

Pozorovani 6.7. Pokud neni KSPDP smysluplna, neni ani feSitelna.

Pozorovani 6.8. Pokud provedeme makro-operaci na smysluplnou KSPDP £, ¢imZ do-
staneme smysluplnou KSPDP #’, bude #’ feSitelnd pravé kdyz byla ¥ feSitelna.

Definice 6.9. Délkou KSPDP (S, ¢) rozumime vyraz

|S| + Z log, ¢(x).

X€Vs
¢(x)#0

Tvrzeni 6.10. Existuje algoritmus, ktery v polynomidlnim case (v zavislosti na délce)
ovéti Fesitelnost dané KSPDP. Tento algoritmus na vstupu dostane soustavu a pro kaz-
dou proménnou jeji délku zapsanou ve dvojkové soustavé. Na vystupu odpovi zda pii-
slusnd KSPDP je nebo neni feSitelna.

M 2

Diikaz: Nejprve ovéfime, zda je KSPDP smysluplna. Pokud ne, rovnou zndme negativni
odpovéd. Déle tedy budeme pfedpokladat tuto vlastnost.
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6. Slozitost Feseni kvadratickych soustav

Délku KSPDP je moZzné chapat jako délku vstupu algoritmu. S délkami proménnych
je mozné v polynomidlnim case provadeét aritmetické operace, tedy (konkrétné s¢itani,
odc¢itani, zbytek po déleni). Tedy i makro-operace je mozné provadét v polynomidlnim
Case.

Na zacatku ze soustavy smaZeme prazdné proménné. Déle budeme soustavu ménit
pomoci makro operaci, tedy prazdné proménné se v ni jiz neobjevi a jeji feSitelnost se
nezmeéni.

Algoritmus postupuje podle nasledujicich bodu

1) Dokud existuji dosaditelné rovnice, dosazuyj je.

2) Najdi v soustavé rovnici R se stranami S1, S, pro niz je ¢(S1) nejvyssi mozné.

3) Je-li ¢(S1) = 1, znamend to pouze, Ze v soustavé zbyly pouze rovnice, které maji na
obou strandch jednu konstantu, tj. rovnice tvaru A = B. V tuto chvili tedy staci projit
tyto rovnice a ovéfit jejich platnost. Na zdkladé toho odpovéz na otazku feSitelnosti
a ukondi ¢innost.

4) Jinak uvaz vyskyt v jakozto zdroj pozice (R, S1, [¢(51)/2]).

5) Ma-li proménna V netrividlni ptekryv, pokrat jej.

6) Vylom vyskyt v.

7) Vrat se na bod (1).

Zbyvé sirozmyslet, Ze tento algoritmus skute¢né bézi v polynomialnim ¢ase. Snadno
nahlédneme, Ze kazdy krok skute¢né probihad v polynomialnim ¢ase vzhledem k aktu-
alni velikosti KSPDP. Tato velikost v priitbéhu mtize riist, nicméné je mozné ji polyno-
midlné omezit vzhledem k tomu, Ze nezvySujeme pocet zlomti ani soucet délek vsech
proménnych a po kazdém kroku (1) nemédme v soustavé Zadné trividlni rovnice.

Cyklem algoritmu ozna¢me postupné provadéni krokd od bodu (1) po bod (6).
Zbyva ukazat, ze pocet cykld algoritmu je moZzné polynomidlné omezit.

Pro KSPDP P = (S, ¢) a pfirozené ¢islo n ozna¢me (P), jako pocet rovnic S; = Sy,
pro které plati ¢(S1) < n.

Nakonec sloZitosti KSPDP # oznac¢me nejvyssi k, pro které (P),r > 0. SloZitost
KSPDP zmétime pii kazdém provadéni kroku (2).

Pro dokonceni diikazu staci jiZ jen nékolik pozorovani:

e Slozitost KSPDP je polynomidlné omezena délkou vstupni KSPDP.

e V kazdém kroku (2) je {#) mensi nebo rovno poc¢tu zlomt vstupni soustavy.

e Rovnice vznikajici v kroku (6), které nejsou dosaditelné, budou mit ve zobrazeni
¢ nejvyse poloviéni délku oproti ptivodni S;. Diky tomu sloZitost aktualni KSPDP
neroste a za pfedpokladu, Ze ziistane stejnd, se snizi ().« o jedna.

Mame tak polynomialni omezeni na pocet cyklti mezi jednotlivymi sniZenimi slo-
Zitosti a soucasné polynomialni omezeni na pocet téchto sniZeni tedy i polynomialni
omezeni celkového algoritmu. ]

Disledek 6.11. Pokud plati hypotéza o jednoduse exponencialni mezi, je fesitelnost
kvadratickych soustav NP-tiplny problém.

Vv 2

Pozndamka 6.12. Uvedeny algoritmus ma pfi dtikladnéj$im zkoumani kvadratickou slo-
zitost, zdroji [[I]] uvadi dokonce algoritmus bézici v linedrnim ¢ase na zékladé optimali-
zované volby rovnic, které lameme. Ve snaze o vyssi prehlednost zde pfedvadime algo-

ritmus pomalej$i, avSak co se tyce dtisledkt zcela postacujici.
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[palindrom]

Kapitola AN

O jisté konkrétni palindromické rovnici

Utelem této kapitoly je poskytnout sadu (proti)piikladt a na konrétni rovnici demon-
strovat, jak se kvadratické rovnice mohou chovat.

Definice 7.1. Pro dané n € N definujeme 2-rovnici Pal(n) jako
Ap1x0An_2x1 ... AoXp-1 = X1 AoXn—2A1 ... X0An-1,

kde Ay, ..., A,-1 jsou konstanty a xo, . .., x,_1 jsou proménné. Déle definujeme PalSol(n)
jako feSeni, ve kterém je proménnd xo prdzdna a pro ostatnii € {1,...,n — 1} je

PalSol(0x;) = xj-1An-iXi-1.

Pozorovani 7.2. Zobrazeni PalSol(n) je opravdu feSenim rovnice Pal(n) a ma délku 2" —1.
Dale | PalSol(n)(x;)| = 2' - 1

Az Ay Aq Ap
|Xo] X | — X2 | 2%
(- [ /
Az Ay Az A Az Ay AR Az Ay A3 Ay Az Az Az

/A3 Ay A3 Ay Az A Az -/ Az Ay As\A1/A3\A2AA3

\
| X2 | X1 | X0 |
Ag Aq Ay Az

Obrazek 7.1. Rovnice Pal(4) s feSenim PalSol(4)

X3

[img-palindrom]

Pozorovani 7.3. Pro n > 3 neni PalSol(n) nejmensim feSenim, mtizeme totiZ definovat
feSeni r délky 2n jako
r(xi) = Al‘.

[palindrom-mikro]

7.1 Mikro-chovani Pal(n)

Tvrzeni 7.4. Pro libovolné n je feSeni PalSol(r) [-minimdlni. Dokonce, uspofdddme-li fe-
Seni r abecednim uspofddanim podle n-tic

(|x0|rv |xl|rv cees |xn—1|r)a

bude PalSol(n) nejmensi v tomto uspofaddni.

Drikaz: Staci ukdzat druhou ¢ast tvrzeni, prvni z ni okamZité plyne. DokaZeme to indukci
podle n, pro n = 1 tvrzeni zfejmeé plati. Usporddédni na feSenich z tvrzeni nazvéme [-
abecedni a pro n > 2 uvazme fe$eni rmin, které je nejmensi l-abecednim uspofadani.
Vzhledem k tomu, Ze PalSol(n)(x¢) je prdzdné musi i rmm(xo)vb}’/t prazdné. UvaZujme
tedy rovnici R, ktera vznikne z Pal(n) smazdnim proménné x,. ReSeni PalSol(1)(x¢) i 7min
je tak moZzné vnimat jako feSeni R.
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7. O jisté konkrétni palindromické rovnici

Daéle budeme zkoumat pozice v obecném feSeni r. Na levé strané rovnice vezméme
zlom mezi pozicemi konstant A,_1, A,—>. ProtéjSek tohoto zlomu nemtize obsahovat kon-
stantu A,_1, protoZze jeji druhy vyskyt je na konci rovnice, tedy jeho protéjskem je zlom
mezi vyskyty proménné x; a konstanty A,_,. Vime tedy, Ze x; kon¢i na A,_;. UvdZime
zlom mezi vyskyty proménné x, a konstanty A,_3 v levé strané rovnice. Ten musi mit
za protéjSek zlom mezi vyskyty proménné x; a konstanty A,_3 vzhledem k tomu, Ze
druha konstanta tohoto zlomu je A,_;. Opakovanim tohoto postupu dospéjeme k tomu,
Ze kazda proménna je neprazdna a kon¢i na A,_;. Obdobnym symetrickym postupem
déle zjistime, Ze kazda proménnd soucasné zac¢ind na A,_;.

Nyni, kdykoli vezmeme dvojici po sobé jdoucich pozic (V, W) v feSeni r, musi byt
jejich protéjskem néekterd dvojice pozic (V’, W’), o které jiz vime, Ze pravé jedna z kon-

stant V', W’ je A,_1. Tedy i pravé jedna z konstant V, W je A,. Tondm déava, Ze konstanta
Apn-1 je v feSeni ,na stfidacku”. Pfesnéji pro kazdé i € {1,...,n — 1} je |x;|, liché a navic
pro kazdé k € {0, ...|xi|, — 1} je r(x;)[k] = A, pravé kdyZ k je sudé.

Popiseme bijekci mezi feSenimi rovnice R a feSenimi rovnice Pal(n — 1), kterd za-
chovava [-abecedni uspofadani. Tim z indukéniho pfedpokladu piejde feSeni rmin na
PalSol(n — 1) (¢i pfinejmensim na néco se stejnymi délkami konstant jako PalSol(n — 1),
avSak vime, Ze [-miniméIni feSeni jsou délkami konstant jednoznac¢né urceny). K vitéz-
stvi si pak staci, Ze i PalSol(n) tato bijekce zobrazi na PalSol(n — 1).

Postup je nasledujici. Z feSeni r odstranime vSechny pozice konstanty A,,_;. Tim do-
staneme feSeni 1’ rovnice R’, kterd vznikne z rovnice R smazanim obou vyskytt kon-
stanty A,-1. SniZenim indexu u kazdé proménné x; o jedna dostdvame rovnici Pal(n — 1)
spolu s néjakym jejim feSenim. Toto zobrazeni je bijekce, protoZe mé jednoznacéné uréeny
zpétny krok — konstantu A,_; do feSeni opét ,na sttidacku” vratime. Dale skute¢né za-
chovéva I-abecedni uspotfadaani, protoze délku kazdé proménné upravi rostouci funkci
f(n) = (n—-1)/2 a ani ndslednym posunutim indext nezméni vzajemné pofadi promén-
nych. Ze i PalSol(n) se zobrazi na PalSol(n) je mozné snadno ovéfit porovnanim délek
proménnych v feSeni. m
Tvrzeni 7.5. Existuje systém feSitelnych 2-rovnic, jejichz minimélni feSeni je kvadratické
v zavislosti na délce.

Diikaz: Volime rovnice Pal(n), s ndsledujicimi dvémi Gpravami:

e SmaZeme proménnou Xo.
e Konstantu A,_; nahradime posloupnosti konstant BB, ... B,,.

Tyto rovnice jsou feSitelné — stac¢i v feSenich PalSol(r) provést patfi¢né nahrazeni
konstant. Déle z tvrzeni [nestepici] existuje nejmensi nestépici feSeni, ozna¢me jej r. Jak
bylo ukazano v dtikazu predchoziho tvrzeni, musi kazda proménnd xi, ..., x,, kon¢it na
B; ...B,. Toto feSeni m4 tedy velikost alespori n?, zatimco délka rovnice je 3n —2. ]

Tvrzeni 7.6. Pro kazdé feSeni 1’ rovnice Pal(n) existuje feseni r, které je v [-uspofadani i
c-uspofadani mensi nez r’ a navic:

e Existuje pravé jedna proménna x;, ktera je v feSeni r prazdna.

e Vsechny ostatni proménné maji v tomto feSeni lichou délku.

Diikaz: Pfedpokldddme n > 2, pro n = 1 je tvrzeni splnéno trividlné.

Podle dtisledku je pod kazdym fesenim r” (v obou uspofadanich) takové feseni
1, ze pro kazdou dvojici pozic (V, V +1) vieSeni r plati V # V + 1. Vezmeme tedy takové
feSeni r a ukdZeme o ném pozadované vlastnosti.

Porovnanim zacatku stran rovnice shleddvame, ze x,_1 musi zacinat na konstantu
Ap-1. Porovndnim koncti pak i Ze touto konstantou musi kon¢it. Tedy mame tak v feSent
dvé usporddané dvojice pozic odpovidajici zlomu mezi Aj a x,-1 na levé strané rovnice
(V, V +1)ana pravé strané (W, W + 1) takové, ze (V, m) =(Ap, A1) a (W, W + 1) =
(Ay-1, Ao).
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7.2 Makro-chovéni Pal(n)

Zacneme na dvojici po sobé jdoucich pozic v levé strané rovnice (V, V + 1) = (Vy, Vo +
1) a budeme odvozovat dalsi takové dvojice nasledujicim algoritmem:

e Najdeme protéjsek dvojice (Vz Vi + 1), ten bude na pravé strané rovnice. oznac¢ime jej
( WZ ’ Wi+l ) .

e Je-li W; = W, ukonc¢ime ¢innost.

e Jinak nastane jedna z nasledujicich tff moznosti:

¢ Je-li pro néjaké j (Src( W), Src(W; + 1)) = (A}, Aj+1), je proménna x, »_; v feSeni r
prazdnd. Pak volime (Vi;1, Vi1 + 1) = (V; + Dk, Vi1).
¢ Je-li pro néjaké j (Src( W), Src(W; + 1)) = (A}, xy-2-), volime Vi1 +1 = (V; + Dn.

V takovém okamziku je Vi1 = Aj;1 a proménna x,,»; v feSeni r neni prazdna.

¢ Je-li pro néjaké j (Src( W,), Src(W; + 1)) = (Xp-1-j, Aj), nemtze byt j rovno nule - to
bychom podle pravidla vyse ukon¢ili algoritmus. Volime Vi1 = V. V takovém
okamZiku je Vi1 +1 = Aj_1 a proménna x,,_» ; v feSeni r neni prazdna.

e Pokracujeme ze zacatku s dvojici (Viiq, Vg1 +1)

Definujeme posloupnosti o, p, aby pro kazdé i z prabéhu algoritmu bylo
(Vi Vi+1) = (As, Ap)
Vsimneme si, Ze 0 — pp = —(n — 1), a pokud v kroku i nenastala podminka (i), je
(Tis1 — pir1) = (07— pi) + 1.

Navic podminka (i) mtiZze nastat pouze za situace i, kdy o; — p; = -1 a v takovém oka-
mziku je pak o1 —pip1 = 1. Algoritmus skonéi az kdyz o —p; = (n—1) a nikdy se nesmi
rovnat o; — p; = 0 — to by byl spor s vlastnosti r uvedenou v tivodu. Proto algoritmus
skond¢i v kroku 2n — 3, pficemZz podminka (i) nastane prave jednou — v kroku n — 2.
Oznacime j stejné jako v podmince (i) v kroku n — 1. Odstranime z rovnice Pal(n)
prazdnou proménnou x,_»_., , se zachovanim feSeni. VSechny ostatni proménné jsou
diky pribéhu algoritmu neprazdné. Nové rovnice mé celkem 4(n—1) zlom. Algoritmus
prosel 2(n — 1) kroky, pfitom jednotlivé dvojice (V;, V11) a (W, Wiyp) piislusi raznym
zlomtim nové rovnice. Algoritmus nimi tak postupné pokryje vSechny zlomy v rovnici.
Déale proi <n-2jeo; < oypap; = op2+1, zatimcoproi <n-1ljeo; > oy +1
a p;i < op-p. Z toho plyne, Ze na vSech zlomech je pravé jedna konstanta z mnoziny
M = {Ay,..., A, ). Tedy konstanty z M a mimo ni se musi sttidat (podobny argument
jako v dtikazu tvrzeni o [-minimalité PalSol(n)). Proj < x,_2_, , musi proménna x; koncit
i za¢inat konstantou z mnoZiny M, naopak pro j > x, 2., , musi proménnd x; koncit i
zacinat konstantou mimo mnozinu M — tedy v obou pfipadech bude mit lichou délku. m

[palindrom-makro]

7.2 Makro-chovani Pal(n)

Tvrzeni 7.7. Pro libovolné n je feSeni PalSol(n) c-minimdlni. Dokonce, uspofdddme-li
feSeni r abecednim uspofadanim podle n-tic
(Freqr,Pal(n)(Al)’ Freqr,Pal(n)(AZ)’ ceeo Freqr,Pal(n)(A”))’

bude PalSol(n) nejmensi v tomto uspofadani.

Diikaz: Sta¢i ukazat druhou ¢ast tvrzeni, prvni z ni okamZité plyne. Dokdzeme to indukci
podle 1, pro n = 1 tvrzeni zfejmé plati. Uspotfddéani na feSenich z tvrzeni nazvéme c-
abecedni a pro n > 2 uvazme feSeni rmin, které je nejmensi c-abecednim uspotddani.
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7. O jisté konkrétni palindromické rovnici

Vzhledem k tomu, ze FreanlSol(n)’Pal(n)(Ao) =1 musii Freqrmin’Pal(n)(Ao) = 1. Obé pozice
konstanty Aj tak maji v feSeni 7., stejny index. UvaZujme tedy soustavu tfi rovnic S,
ktera vznikne vyfiznutim konstanty Ay (je jedno, kterého vyskytu). Rovnici Ay = Ay
muiiZeme ze soustavy zahodit bez vlivu na feSenti a jejich c-usporadani.

Zbyva soustava

Ap1X0ApaX1 .. . A1Xy2 = Xpo1,  Xpo1 = Xp2A1X5-3A2 ... X0Ap-1.

Dosazenim proménné x,_; zbude rovnice R, kterd je az na posunuti indexti u konstant
shodna s rovnici Pal(n — 1). Navic, mame-li obecné feSeni r soustavy S a oznac¢ime-li 7
odvozené feseni rovnice R, bude pro libovolnéi e {1,...,n -1}

Freqr,Pal(n) (Al) = 21::I.eqr/,Pal(n) (Az)

Proto rmin po dosazeni odpovidd nejmensimu fe$eni Pal(n — 1) v c-abecednim uspofa-
déni, tedy PalSol(n — 1). Zpétnym krokem dostaneme PalSol(n — 1), coZ jsme chtéli do-
kéazat. [

Tvrzeni 7.8. Pro kazdé feSeni 1’ rovnice Pal(n) existuje feseni r, které je v [-uspofadani i
c-uspofadani mensi nez r’ a navic:

e Existuje pravé jedna konstanta A;, pro kterou Freq, p,,,(A:) = 1 vyskytuje pravé jed-
nou.
e Pro vSechny ostatni konstanty A; je Freq, p,,,(A) sudé.

Diikaz: Ptedpokladdame n > 2, pro n = 1 je tvrzeni splnéno trividlné.
Podle dtisledku je pod kazdym feSenim r” (v obou uspofadanich) takové feseni
7, Ze pro kazdou proménnou x dvojice jejich vyskyti (v, W) v rovnici spliiuje

|Il’1d,(V) - Il‘ldr(W)| > |x|r

nebo se indexy v feSeni r obou pfekryvii rovnaji. Druhd varianta ale z podstaty rovnice
Pal(n) nemtize nastat — byly by proti sobé rtizné konstanty. Mtizeme tedy vzorec vyse
pfedpokladat pro vSechny proménné.

Ozna¢me V nejvétsi vyskyt proménné v levé strané rovnice spliujici Ind,(v) <
Ind;(v%). Poznamenejme, Ze vyskyt proménné xo tuto podminku spliiuje, zatimco
vyskyt x,,_1 nikoli. Vyskyty v +2 a w = vi —2 jsou definované a jedna se opét o vyskyty
jedné proménné, a opét Ind,(w) < Ind,(wh). Vyskyty v + 1 a w + 1 jsou navic vyskyty
téZe konstanty, ocna¢me ji C. VyuZzitim nerovnosti vyse

Ind,(v%) > |v|, + Ind,(V) = Ind,(V + 1),

tedy Ind,(v%) -1 = Ind,(w + 1) > Ind.(v + 1). Obdobné dostaneme i Ind,(v + 1) >
Ind,(w + 1), ¢&ili celkem Ind,(v + 1) = Ind(w + 1). Konstanta C se v feSeni vyskytuje
pfesné jednou, okolo C tak muZeme rovnici rozdélit na tfi. Rovnici, kterd ik pouze
rovnost konstanty C samy se sebou rovnou smazeme — zbudou dvé rovnice R, S.
Zbyva si vSimnout, Ze mnoZina vSech konstant a proménnych levé strany rovnice
R je totozna s mnozinou vSech konstant a proménnych pravé strany rovnice S. Z toho
pro libovolnou konstantu A # C je Freq, z(A) = Freq,  s(A), tedy celkem je Freq, ., (A)
sudé. ]

7.3 Mozné vylepSeni — pfidani podminek
R ——————_—_—_—_—
Samotna rovnice Pal(n) jako kandidat na , protipfiklad na polynomidlni mez pro feSeni

kvadratickych rovnic” neobstoji. Jakkoli je PalSol(n) v jistych pohledech optimalni, ne-
brani se rovnice feSeni s linedrni délkou. Sice v minimalnich feSenich rovnice musi byt
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7.3 MozZné vylepseni — pfiddani podminek

konstanta, ktera ji déli na dvé a proménnd, kterd méa nulovou délku, ale nic rovnici ne-
nuti, aby délici konstanta byla pravé Ay a prazdna proménna praveé xq. S touto motivaci
rovnici Pal(n) drobné vylepSime.

Definice 7.9. Rovnici s podminkami rozumime rovnici na slovech a dodate¢ny seznam
podminek tvaru ,proménnd x musi obsahovat konstantu A”. Pfitom proménné se v se-
znamu nesmi opakovat a nemusi se pouZit véechny. Regenim rovnice s podminkami pak
rozumime takové feSeni, ve kterém navic proménné splriuji zadané podminky.

Tvrzeni 7.10. Pro danou kvadratickou rovnici s p podminkami R existuje obycejné kva-
dratickd rovnice R’, kterd splriuje

e min(R’) = min(R),
e [R'|<|R'|+2p.

Diikaz: Na zdkladé podminky ,proménnd x musi obsahovat konstantu A” nahradime
vSechny vyskyty proménné x trojici x1Ax,, kde x1, x; jsou nové proménné. ]

Pozorovani 7.11. Regeni PalSol(n) je feSenim rovnice Pal(n) s podminkami ,proménnd
x; musi obsahovat konstantu A,,_;” proi e {1,...,n—1}.

Hypotéza 7.12. Velikost nejmensiho feSeni rovnice s podminkami z pfedchoziho pozo-
rovani neni mozné polynomialné odhadnout.

Poznamka 7.13. Ani s takovymi podminkami neni nutné feSeni PalSol() nejmensi. Na-

pifiklad velikost feSeni PalSol(5) je 31, zatimco nejmensi velikost feSeni rovnice Pal(5) s

takovymi podminkami je 27 (strojové ovéfeno). Toto FeSeni je vyobrazeno na obrazku @
X0 X1 X2 X3 X4

A4.A3'A3.A4A4-A3'A273iA4.A3A2A3.A4EEA4.A3A3.A4

X0

A4 A3 AR A SR A AT AsAg AT A JAS A3 A A A IR AT A3 A A
X4 X3 X2 X1

[img-palbsol]
Obrazek 7.2. Obrazek demonstrujici, Ze ani po pfidani podminek k rovnici Pal(5) nemusi
byt PalSol(5) nejmensi feSeni.

Poznamenejme, Ze ve zobrazeném feSeni neni Zddna proménnd prazdnd, ani Zadna
konstanta pouze jednou - to proto, Ze tu mame vedle sebe dvé konstanty Az a proménné
x3 se prekryvaji. AvSak pokud bychom zrusili dvojitou cestu konstanty Az, proménna x,
by se stala nulovou a nespliiovala by podminku na obsahovéni konstanty As. Podobné,
pokud bychom pokrétili proménnou x3, pfestala by obsahovat konstantu A,.
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