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Uvod

Rovnice na slovech je napfiklad AxCABC = ABCCAx, kde A, B, C jsou konstanty a x je
proménna. Redeni této rovnice je napiiklad x = BCCABC. Kvadratickd soustava rovnic
na slovech je soustava rovnic na slovech, ve které se kazda proménnd vyskytuje nejvyse
dvakrat. Je znama hypotéza o jednoduse exponencidlni mezi na délku fesent, ve které se tvrdyi,

Ze existuje polynom p takovy, Ze nejkratsi feSeni kazdé fesitelné soustavy rovnic na slo-

vech ma délku omezenou vyrazem
2p(S),

kde |S] je délka soustavy, tedy pocet vSech proménnych a konstant v soustavé. V [[I] je
dokonce pro kvadratické soustavy vyslovena silngjsi hypotéza o omezeni délky feseni
vyrazem p(|S|). Ve zdroji [[I]] je uvedeno, Ze fesitelnost kvadratickych soustav na slovech
je NP-tézka a za platnosti hypotézy o jednoduse exponencidlni mezi by byla NP-tipIna.

Pavodni zamér této prace byl proveétit platnost hypotézy o jednoduse exponencidlni
mezi asponi pro kvadratické soustavy na slovech. To se sice nepodafilo, ale prace pfinasi
nékolik vysledkti, které by mohly inspirovat dalsi vyzkum v této oblasti. Napiiklad je
zde ukazano, Ze pro pokofeni hypotézy se staci zabyvat mensi tfidou kvadratickych
soustav, tzv. 2-soustav.

V kapitole [1] jsou zavedeny zakladni pojmy. Kapitoly [ a [j pfindseji origindlni ter-
minologii pro metody tprav rovnic a soustav, kterym souhrnné f¥ikdme mikro-operace
(viz definici a makro-operace (viz definici . Dalsim vysledkem v téchto kapito-
lach je naptiklad tvrzeni které ¥ikd, ze pro pokofeni hypotézy o jednoduse expo-
nencidlni mezi pro kvadratické rovnice sta¢i omezit délku nejkratsi proménné.

Kapitola @ sice opakuje znamé vysledky o vypocetni slozitosti kvadratickych sou-
stav, ale pfistupuje k nim jinak. Tvrzeni o tom, Ze kvadratické soustavy jsou NP-tézké,
je zde dokdzano pomoci pfevedeni soustavy na graf, zatimco v ] je toto tvrzeni obha-
jeno pomoci 3-SAT. Déle je v této kapitole prezentovan algoritmus, ktery na rozdil od
algoritmu v [[I]] neni sice linedrni, ale je daleko ndzornéjsi a opird se o pojmy zavedené
v pfedchozich kapitolach. Pro kli¢ové diisledky o jednoduse exponencidlni mezi je tento
nazornd&jsi algoritmus postacujici.

Kapitolu b je mozno chépat jako odbocku, zabyvajici se jednim konkrétnim problé-
mem palindromické rovnice. Vysledky v této kapitole jsou nové. Stejné tak je v posledni
kapitole E zcela nové zavedena algebraickd struktura 2D rovnic a prokdzéna jeji souvis-
lost s balancovanymi 2-soustavami. Pomoci toho je pak snadno objasnéna dualita mezi
nékterymi makro-operacemi a mikro-operacemi pro balancované soustavy.

Tato préce byla formatovéana za pouziti TeXového makra CUstyle!, oviem pro MFF
UK byla nakonec odevzdana podle pozadavkt: fakulty v obvyklém vzhledu. Shodny
text této préce véetné nové typografické tpravy podle CUstyle je k dispozici na WWW
strance?.

—

http://petr.olsak.net/custyle.html|
2 http://www.olsak.net/mirek/bakalarka/|
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Kapitols QAN

Zikladni pojmy a znaceni

Definice 1.1. Slovem s nad danou abecedou «/ (kone¢nou mnozinou ,pismen”) rozu-
mime kone¢nou posloupnost pismen z této abecedy. Symbolem |s| znac¢ime délku slova s
a symbolem s[i] zna¢ime (i + 1)-ni pismeno pro 0 <i < |s| — 1, tedy indexujeme od nuly
jako v programovacim jazyce C. Je-li |s| = 0, fikdme, Ze je toto slovo prizdné. MnoZzinu
vSech slov nad danou abecedou &7 znac¢ime 7. Mnozinu </ slov navic povaZujeme za
monoid s operaci skladani slov za sebe (konkatenace). VSechna zobrazeni z néjaké abe-
cedy &7 do né€jaké mnoziny slov %" (nebo jen jiné abecedy #) jednozna¢nym zptisobem
rozsifujeme na homomorfismus &7* — 2*.

Definice 1.2. Pro i1, i, € Z zna¢ime mnozinou {iy, ..., i} mnoZinu {i € Z | i1 < i < i}, tedy
specialni prazdnou mnozinu, je-1i iy > i,.

Definice 1.3. Déle faktorem slova a rozumime jakékoli slovo b, pro které existuji slova x, y
splitujici xby = a. Dale kdykoli rozdélime slovo a = xy, nazyvame slovo x prefixem slova
a a slovo y nazyvadme jeho suffixem. Prefix slova a délky k znac¢ime Prefy(a) a suffix délky
k zna¢ime Suffi(a).

Definice 1.4. M&me danou neprazdnou mnoZinu proménnych 7" a s ni disjunktni ne-
prazdnou mnozinu konstant ¢'. Rovnice na slovech je uspofddand dvojice (Sp, S1), kde
S0,51 € (7 U %€)*. Rovnici zapisujeme Sy = Si. Soustavou rovnic na slovech S (kratce je-
nom soustavou) rozumime uspofddanou n-tici takovychto rovnic S = (Ro, Ry, ..., Ry-1).
Standardné budeme znacit jednotlivé rovnice soustavy jako R, = (5,9, Sr.1).

Dale vyZzadujeme, aby pro kaZzdou rovnici R, bylo alespori jedno ze slov S, , S;1 ne-
prazdné. Pokud bychom néjakou operaci se soustavou vytvofili prazdnou rovnici, oka-
mzité jej z indexové mnoziny odstranime. Podobné vyZzadujeme, aby kazd4 proménna i
konstanta byla nékde v soustavé pouzita, pokud bychom ji néjakou operaci ze soustavy
zcela odstranili, okamzité ji odstranime i z p¥islusné mnoziny 7" nebo ¢’

Definice 1.5. Pro danou soustavu S budeme znacit mnoZinu proménnych resp. konstant
jako 7s resp. ¢s. Nakonec pocet rovnic soustavy S znacime (S)).

Definice 1.6. Délku rovnice R definujeme jako soucet délek obou stran a délku soustavy S
jako soucet délek vSech jejich rovnic. Tyto délky znacime |R], |S].

Definice 1.7. Resenim soustavy S nazyvame homomorfismus o z monoidu (¥s U €5s)* do
néjakého nadmonoidu monoidu € spliujici:

® Zobrazeni o zachovavd konstanty, tedy na mnoziné % je identitou.
® Pro kazdou rovnici R, = (5,9, Sr.1) soustavy S plati 07(S,0) = 07(5r.1).

Pokud homomorfismus spliiuje pouze prvni uvedenou podminku (a druhou ne-
mame ovéfenou), nazyvame jej kandiddtem na feSeni. Soustavu S nazyvame fesitelnd, po-
kud maé néjaké feSeni. Dale délkou proménné x v feSeni o rozumime |o7(x)|.

Poznamka 1.8. Typicky bude obor hodnot feSeni pfimo 4. Nadmonoid je v definici
proto, abychom nebyli zbyte¢né omezovani, pokud by napiiklad byla mnoZina konstant
prazdna.



1.1 Porovnavani reseni

Definice 1.9. Pro rovnici R = (5p,51) a homomorfismus o definujeme dosazeni
o(R) = (0(S0),0(51)). Podobné tak pro soustavu S = (Ro,...,Ry—1) mdme o(S) =
(0(Ro), - .., 0(Rp-1)). Délkou teseni o soustavy S pak rozumime vyraz |o(S)| chapany jako
délka soustavy o (S).

Definice 1.10. Nejkratsi feSeni dané soustavy je takové, ze Zadné jiné feSeni nemad ostie
mensi délku. Pro feSitené rovnice v takovém piipadé definujeme min(S) jako délku
nejkratstho feseni.
Pfiklad 1.11. Rovnice

xABCy = yCBAx

délky 10, kde x,y jsou neznamé, A, B, C jsou konstanty, ma dvé rtiznd nejkratsi feSeni
délky 14:

e x=BCB,y =B,
e x =B,y =BAB.

Navic se v této rovnici kazda proménna vyskytuje nejvyse dvakrét, coZ je pfesné
druh rovnic, kterymi se tato prace zabyva.

1.1 Porovnavani reSeni

1.1.1 Porovnavani délkami — l-uspofadani

Definice 1.12. Na feSenich zavedeme [-uspofddini jako nasledujici kvaziuspofadani: Uva-
zZujme FeSeni o) soustavy S; a feSeni 0 soustavy S,. Pokud 75, # 7, rozsifime zobra-
zeni 01, 0 na mnozinu ¥s, U 7s,, pfitom pro proménné x, na kterych o resp. o, nebylo
definované, dodefinujeme o (x) resp. o2(x) jako prdzdné slovo. Pak piseme o1 <; o,
pokud pro kazdou proménnou x soustavy plati |01 (x)| < [o2(x)].

Definujeme [-minimdlni feseni soustavy S jako minimalni prvek v tomto kvaziuspora-
déni. Tedy o je -minimélni pravé kdyz pro kazdé feSeni o’ soustavy S spliujici o’ <; o
platio < 07.

Pozorovani 1.13. Pod kazdym feSenim je né&jaké [-minimalni a kazdé nejkratsi feSeni je
[-minimalni.
1.1.2 Uspotadani podle poctu konstant — c-uspofadani

Definice 1.14. Pro slovo s nad abecedou %7 a symbol a této abecedy definujeme |s|, jako
pocet symbolil a ve slové s. Podobné pro soustavu S a a € #s U €s definujeme |S|, jako
pocet vyskytti symbolu a v soustavé S —tedy soucet pfes vSechny strany S, , vSech rovnic.

Pozorovani 1.15. Pro slovo s nad abecedou .2/ a dédle pro soustavu S s feSenim o plati

® |S| = Zaegf |S|a,
® 8] = ey ISl + Xaces 1Sa,
o [0(S)] = Xacys lo(S)la.

Definice 1.16. Na feSenich zavedeme c-uspofidini jako nasledujici kvaziusporadani.
Uvazme feSeni o soustavy S a feSeni o, soustavy S, PiSeme o1 <. 03, pokud pro
kazdou konstantu

A€ (Cgsl U 6532)

plati nerovnost
lo1(SDla < lo2(S2)la

Pak c-minimadlni feSeni soustavy S je minimdalni prvek v tomto kvaziuspotadani.



1. Zakladni pojmy a znaceni

Pozorovani 1.17. Pod kazdym feSenim je né&jaké c-minimalni a kazdé nejkratsi feSeni je
c-minim&lni.
Definice 1.18. Prvek a € (¥s U €s) v soustavé S nazyvame unikdtni, pokud se v soustavé
vyskytuje praveé jednou, tedy |S|, = 1.

Soustavu S rovnic nazyvame kvadratickd, pokud se v ni kazdd proménnd x € 75
vyskytuje nejvyse dvakrat, tedy [S|, < 2.

Kone¢né uvedeme hlavni problematiku, kterou se tato prace zabyva.
1.2 Meze pro nejkratsi feSeni
A E———

Tvrzeni 1.19. Existuje polynom p takovy, ze pro libovolnou kvadratickou soustavu S

1w 1z TR v AoP(Sh
maé kazdé I-minimalni fegeni délku mensi neZ 22

feSeni nazyvame doojité exponencidlni.

. Toto omezeni na délku nejkratsiho

Dtikaz tohoto tvrzeni je zndmy a neni sloZity. Je uveden v kapitole @, kde je tvrzeni
zopakovéno pod dislem .

Tvrzeni 1.20. Existuje realna konstanta ¢ > 0 takovd, Ze existuje nekonecné mnoho nei-
somorfnich fesitelnych kvadratickych soustav S, pro které plati min(S) > ¢ - |S[>.

Diikaz: Pro n € N volime proménné xi, ..., x,, konstanty A,...,A, a soustavu S:
A1A2...AHZX1, X1 = X2, Xy = X3, ceey Xp—1 =Xy
Jako konstantu ¢ v takovém piipadé mtizeme volit ¢ = 2/9, totiz min(S) = 2n® a

|S| = 3n — 1 < 3n, takze
2
min(S) = ISP =
Pozndamka 1.21. Pfedchozi tvrzeni plati, i pokud se omezime na soustavy ojedné rovnici.

Priklad je dan v tvrzeni @ na konci podkapitoly pfipadné jiny je snadno odvodi-
telny z poznamky na konci podkapitoly @

Lepsi odhady zndmy nejsou, tedy mtiZeme spekulovat.

Hypotéza 1.22. (slabsi verze) Existuje polynom p takovy, Ze pro libovolnou fesitelnou
kvadratickou soustavu S ma nejkratsi feseni délku mensi nez 2P0V, Toto omezeni na
délku nejkratsiho feSeni nazyvame jednoduse exponenciilni.

Tato skutec¢nost by stacila k tomu, aby bylo feSeni kvadratickych rovnic NP-tiplné
(viz kapitola @) Nicméné absence protipfikladd umoZriuje byt jesté odvaznéjsi.

Hypotéza 1.23. (siln€jsi verze) Existuje polynom p takovy, Ze pro libovolnou feSitelnou

kvadratickou soustavu & mé nejkratsi feSeni délku mensi nez p(|S|). Toto omezeni na
délku nejkratsiho feSeni nazyvame polynomidlni.

1.3 Typ feSeni

Definice 1.24. Necht je ddna soustava S s abecedou proménnych 7s = {xg,...,x,-1}.
Typem feSeni (nebo jen kandidata na feSeni) o pak rozumime n-tici délek

(lo(xo)l, - - . lor(xu-1)D.

Obecné délkovym typem v soustavé rozumime takovou n-tici nezadpornych celych ¢isel
,predepsanych délek” bez ohledu na to, zda p¥islusné feSeni existuje.



1.3 Typ feseni

Dale zavedeme typovy homomorfismus ¢. Pro kaZdou konstantu i proménnou a sou-
stavy zavedeme novou abecedu {ay, . .., ax_1}, kde k je pfedepsana délka proménné a nebo
k =1, jedna-li se o konstantu. V typovém homomorfismu ¢ je pak slovo t(a) = ag .. . ax_1.
Konstanty maji pfitom délku 1, tedy pro konstantu A je t(A) = Ag. Pro feSeni o pak defi-
nujeme £, jako typovy homomorfismus p¥islusny typu feseni o, tedy [t,(s)| = |o(s)| pro
kazdé slovo s. Nakonec na abecedé obrazu zobrazeni f, definujeme zobrazeni ¢ pted-
pisem &(a;) = o(a)[i].

Definice 1.25. Délkou typu ¢i piislusného typového homomorfismu t v soustavé S rozu-
mime vyraz [t(S)|.

Pozorovani 1.26. Pro feSeni o plati 5t, = 0.
Definice 1.27. Rikdme, Ze typ v soustavé S = (Ry, ... R,_1) (pfipadné jeho typovy homo-

morfismus) je smysluplnij, pokud pro jeho typovy homomorfismus t plati

|t(Sr,0)| = It(sr,l)|

pro kazdou rovnici R, = (5,9, Sr1).

Pozorovani 1.28. Typ kazdého feSeni je smysluplny.



Kapitola QA

Mikro-operace s kvadratickou soustavou
aneb skakani po pozicich

V této kapitole pracujeme s feSenim kvadratickych rovnic na bazi malych (i o jedné kon-
stanté) asek v feSeni. Hlavnim p¥inosem je tvrzeni které omezuje tfidu soustav, na
které se stac¢i zamé¥it pfi zkoumani polynomialni resp. jednoduse exponencidlni meze,
a déle tvrzeni které ukazuje, Ze pfi dokazovéani jednoduse exponencidlni meze se
sta¢i vénovat mezi pro nejkrat$i proménnou.

Zavérecnd podkapitola @ této kapitoly vénovana exponentu periodicity ukazuje
analogicky vysledek, jako je uveden v ¢lanku [2]], za pouZiti jiného néstroje.

2.1 Pojmy a skoky

21.1 Pojmy ohledné vyskyta a pozic

Definice 2.1. UvaZzujme soustavu S = (R, ..., R,-1). Pak zavedeme novou abecedu 929,
kterd ,indexuje vyskyty v soustavé”. Tedy pro kazdou rovnici R, = (S,, Sr,1) soustavy a
jeji stranu S, , zavedeme pismena

N

S
2 r,b,|Sppl-1

r,b,0” "
Vyskytem v soustavé S pak myslime prvek této abecedy. Na mnoziné 25 definujeme
zobrazeni @, které vyskytim pfifazuje zpatky proménné a konstanty

®(25,) = Sulil.

Také fikame, Ze vyskyt ,@fb’i je vyskytem proménné nebo konstanty S, ;[i].

Definice 2.2. UvaZzujme soustavu S = (R, ..., R,-1) a néjaky typovy homomorfismus ¢.
Pak zavedeme novou abecedu &5, které ,indexuje pozice v feSeni”. Tedy pro kazdou

rovnici R, = (S0, Sy1) soustavy a jeji stranu S, zavedeme pismena

:@S’t

St
S P

rbHS -1

Poziciv typu s typovym homomorfismem ¢ (resp. v kandidatu na feSeni o) rozumime pr-
vek abecedy 25! (resp. 22517). Na mnoziné 2° definujeme zobrazeni ¥, které pozicim
ptifazuje pfislusné obrazy typového zobrazeni, tedy

W (23) = HS il

Nakonec pro kandidéta na feSeni o definujeme zkratky PST = PSte g P, = Yy, .

Definice 2.3. Uvazujme soustavu S a typovy homomorfismus t. Pak definujeme homo-
morfismus Z; : (25)" — (25" tak, aby platilo

® Pro kazdy vyskyt v e 29 jsou slova t® (v) a Z; (v) stejné dlouha.



2.1 Pojmy a skoky

® Pro kazdou rovnici R, = (5, , Sr.1) soustavy S a jeji stranu S, , plati

S S _ oSt St
Z (Qr,h,o e Qr,b,lS,_bl—l) =7 rb0 """ z rbJHS,p)-1"

Definice 2.4. Pro pozici p € 25 definujeme Z; ! (p) jako takovy vyskyt v € 25, pro ktery
je znak p obsazen ve slové Z; (v).

Pozndmka 2.5. Pfedchozi definice je jisté ndsili na znaceni — ve skutecnosti se nejedna
o vzor v homomorfismu Z;, a¢ tomu jak vyznam, tak znac¢eni napovida. Spise by se na-
opak dalo fici, Ze zobrazeni Z; je vlastné vzorem zobrazeni Zt‘1 (pokud vnimame Z; (v)
jako mnozinu a zapomeneme na pismenech strukturu slova). Ve snaze o nemateni ¢te-
nafe ale nechavame smér zobrazeni Z; stejny jako v pfipadé kandidéat na feSeni a ty-
povych homomorfismu.

Definice 2.6. Na vyskytech o@fb,i a pozicich '@fl;fz’ zavedeme pfic¢itdni celo¢iselné kon-
stanty jako jeji pricitdni k poslednimu indexu i. Takovy soucet definujeme pouze, je-li
posunuty vyskyt nebo pozice stale v pfislusné abecedé.

Podobné definujeme porovnavani vyskytt a pozic. PiSeme v < w, pokud existuje
kladné celé k, pro které w = v + k.

2.1.2 Jednoduché skoky

V celé sekci o skocich budeme piedpoklddat pevnou soustavu S, a jeji smysluplny ty-
povy homomorfismus ¢.

Definice 2.7. Na mnoziné 225 definujeme dvé postfixové znacend zobrazeni § a y. Pro
pozici p = ﬁféfi definujeme pg = e@ff_ b

Druhé zobrazeni definujeme jen pro ty pozice p, pronéz je ®Z;! (p) proménna, ktera
ma v soustavé praveé dva vyskyty. V takovém piipadé definujeme py jako pozici rtiznou
od p splnujici ¥ (p) = ¥ (py). Takové pozice je diky pfedpokladu jednoznaéné uréend.

to
~ . ¥, (p)
X AAABAA xOX1X2X3MX5

Hodnota proménné x v feSeni o

Yo

()
QS ng,o-
o o oy ||
o o L :
I 2 Il
Vyskyty v rovnici S Pozice v feSeni o

Obrizek 2.1. Znaceni okolo vyskytti a pozic
Pozorovani 2.8. Zobrazeni 8 je samo k sobé inverzni.
Pozorovani 2.9. Zobrazeni y je samo k sobé inverzni.

Pozorovani 2.10. Je-li o feSeni a p pozice, plati

o¥, (P) =¥, (pﬁ) =o¥, (W) 5



2. Mikro-operace s kvadratickou soustavou aneb skakani po pozicich

pficemz druhd rovnost plati jen za pfedpokladu, Ze je prava strana definovana.

Definice 2.11. M&me danou soustavu S a v ni typovy homomorfismus t. Faktorem pozic
(v t) rozumime faktor néjakého slova

St St
&z rb0 """ & 1.b,JH(Sr )11

pro néjakou stranu S, n€jaké rovnice R,.

Definice 2.12. Skoky jakozto homomorfismy nerozsifujeme na vSechna slova nad abe-
cedou 2251 ale jen na faktory pozic. To znamend, Ze pro slovo F € (PSty* definujeme
Ff jen za pfedpokladu, Ze F je faktor pozic. Navic y definujeme jen za pfedpokladu, Ze F
je faktor ngjakého slova Z; (v) pro néjaky vyskyt v € 25. Z toho pak plyne, ze i Fy bude
faktor pozic.

2.1.3 Pokrocilejsi skoky — protéjsek

Definice 2.13. Bud F neprazdny faktor pozic. Pak uvazujme posloupnost faktort pozic

F,FyB,F(yB)%, ...,

a predpokladejme, Ze tuto posloupnost neni mozné definovat nekoneéné dlouhou. Pak
oznaéme symbolem F(yB)MAX posledni prvek této posloupnosti, ktery je definovany.
Pfitom méjme na paméti, Ze Fy neni definovany pokud nastane libovolna z podminek

e ®Z:' (F[0]) je proménnd x, pro kterou [S], = 1,
e ®Z ' (F[0]) je konstanta,
e Slovo Z;! (F) obsahuje vice rtiznych vyskyta.

Protéjsek faktoru pozic F definujeme jako FB(~y8)MAX.

2.2 Operace se soustavou a jejim feSenim
R —————————————————— O

2.21 Mazani prazdnych proménnych

Definice 2.14. Uvazujme soustavu S, typovy homomorfismus ¢ a proménnou x, pro kte-
rou je slovo t(x) prazdné. Takovou proménnou nazyvame prizdnou v t. Definujeme sou-
stavu 7 s typem t,, kterd vznikne smazdnim prazdné proménné x jednoduse tak, ze vSechny
jeji vyskyty ze soustavy odstranime. Typ t, pak vznikne z t jednoduse tak, Ze zapome-
neme hodnoty na vyhozenych proménnych. Castéji ale budeme pouZivat smazéani véech
prazdnych proménnych v typu t.

Pozorovani 2.15. Po smazani vSech prazdnych proménnych ma kazd4a rovnice soustavy
neprazdné obé strany.

Pozorovani 2.16. Pfi pouZziti znaceni z pfedchozi definice je moZzné z libovolného feseni
7 soustavy 7~ odvodit feSeni o soustavy S spliiujici pro vSechny proménné x soustavy
7 rovnost o(x) = 7(x) a pro ostatni proménné x soustavy S je |o(x)| = 0. Obracené to
muiizeme provést pravé pro ta feSeni o, ktera pro véechny proménné soustavy x spliiuji
implikaci [t(x)] = 0 = |o(x)| = 0.

Specidlné miZzeme odvodit feSeni 7 z feSeni o, pokud jsme odstranili prazdné pro-
ménné typu feSeni 0. V takovém pfipadé je 7 feSitelnd, plati min T > min S a pokud je
navic o nejkrat$i feSeni, nastdva rovnost.

Definice 2.17. Pojem odvozené feseni budeme v souvislosti se smazdnim prazdnych pro-
ménnych pouzivat ve smyslu pfedchoziho pozorovani.



2.2 Operace se soustavou a jejim resenim

2.2.2 Odstranéni mnoziny pozic
Definice 2.18. Uvazujme soustavu S, jeji fefeni o a M € 225 mnozinu pozic v tomto
feSeni, kterd splniuje

e Pro kazdou pozici p € M je ®Z;! (p) proménna (a nikoli konstanta).

e Existuje mnozina N C t,(S), pro kterou M = ¥, }(N).

Pak definujeme kandidata na feSeni r vzniklého odstranénim pozic mnoZiny M tak, ze
z feSeni o odstranime symboly pfislusejici mnoziné N v typovém homomorfismu ¢,.

Pozorovani 2.19. Zobrazeni definované v pfedchozi definici je skute¢né kandidét na fe-
Seni.

Pozorovani 2.20. Druha podminka pfedchozi definice je v kvadratickych rovnicich ekvi-
valentni podmince: pro kazdou pozici p € M jei py € M.

Definice 2.21. Rikdme, Ze z feSeni o Ize odstranit mnoZinu pozic M, pokud tato mnoZina
jednak spliiuje poZzadavky na odstranéni mnoZiny pozic z pifedchozi definice a navic je
vznikly kandidat na feSeni opét feSenim.

Pozorovani 2.22. Splituje-li mnoZina M pozic podminky na odstranéni z feSeni a navic
pro kazdou pozici p € M je i pB € M, pak kandidat na feSeni vznikly odstranénim této
mnoziny je feSenim.

Pozorovani 2.23. ReSeni vzniklé odstranénim neprdzdné mnoziny vyskytt je ostfe
[-mensi i c-mens$i nez ptivodni feSeni.

Tvrzeni 2.24. Pfredpoklddejme, Ze v feSeni o kvadratické soustavy S nékterd pozice p

nem4 definované p(yB)MAX. Pak je mozné z fegeni o odstranit neprazdnou mnoZinu po-
Zic.

Drikaz: Pozic je jen kone¢né mnoho, proto se v posloupnosti

P, pYB, PYB), . ..

nékterd pozice zopakuje. Navic krok (y8) je mozné vrétit — krokem (By), proto existuje i,
pro které p = p(yB)'. Jako mnoZinu pozic, které odstranime, pak staci volit

{p.py. PGB, PGB Y. POBY, ... PGB PYB) ).

Tuto mnozinu Ize odstranit, jelikoZ spliiuje podminky pozorovani . m
Dusledek 2.25. V kazdém [-minim&Inim i c-minimdalnim feSeni ma kazda pozice (a tedy
i kazdy neprazdny faktor pozic) definovany protéjSek.

Tvrzeni 2.26. Uvazujme pozici p € 259 v feSeni o. Pfedpokladejme, Zze ®Z;! (p) je uni-
katni proménna a stejné tak pro protgjsek je ®Z;! (p,B(y,B)MAX) unikédtni proménnd. Pak
je mozné z feSeni o odstranit neprazdnou mnoZzinu pozic.

Diikaz: Odstranime mnoZzinu

{p. 8. PBY. PBOYB)', PBOYB)' Y. .- PBYB)MA.
Tato mnoZina spliiuje podminky pozorovani . [

Disledek 2.27. Ptedpokladejme, Ze z feSeni o nelze odstranit neprdzdnou mnoZinu po-
zic. Pak pro kazdou pozici p v feSeni o je alespori jedna z hodnot ®Z! (p(yﬂ)MAX) nebo
oz ! (pﬁ(yﬁ)MAX) konstantou.

Disledek 2.28. Kazdé [-miniméIni i c-minimdlni feSeni o soustavy S je jednoznacéné
urcené svym typem. Kdykoli totiz mdme pozici p € 257 a ®Z! (p(yﬂ)MAX) =Aec%s,
je jednoznaéné uréeno ¥, (v) = A.



2. Mikro-operace s kvadratickou soustavou aneb skakani po pozicich

2.2.3 Vepisovani konstant

Definice 2.29. Méjme soustavu S, jeji feSeni o a jeji proménnou x, pro kterou je o(x)
neprazdné. Pak definujeme soustavu 7~ s fesenim t vzniklou vepsinim konstanty na konec
proménné x na zikladé feseni o tak, Ze vSechny vyskyty proménné x v soustavé S nahra-
dime dvojici xA, kde A je posledni pismeno ve slové o(x). Regeni 7 spliiuje 7(y) = o ()
pro vSechny proménné y # x a déle 7(x)A = o(x).

Pozorovani 2.30. Vepsanim konstanty na konec proménné vznikne ostfe -mensi feSeni
stejné délky.

Pozorovani 2.31. Kdykoli mdme néjaké feSeni v’ soustavy 7~ z pfedchozi definice, mu-
Zeme z n€j zpétné odvodit feSeni o’ soustavy S stejné délky tak, Ze na konec proménné
x vratime konstantu A. Z toho plyne min(S) < min(7"). Pokud navic bylo o nejkratsi
feSeni, nastava rovnost.

Definice 2.32. Pojem odvozené feseni budeme v souvislosti s vepsanim konstanty na konec
proménné pouzivat ve smyslu pfedchoziho pozorovani.

Pozorovani 2.33. Méjme soustavu S a jeji feSeni 0. Na zakladé feSeni o vepiSeme kon-
stantu na konec né&jaké proménné, tim vznikne soustava 7~ s feSenim 7. Dale uvazujme
dvé feSeni 71 <; 15 soustavy 7. Pak z nich odvozend feSeni o, o, opét spliuji o1 < o).
Z toho plyne, Ze bylo-li o I-minimé&Ini feSeni, bude i 7 [-minimdlni feSeni.

Definice 2.34. Bud S soustava, o jeji feSeni a x jeji proménnd. Soustava vzniklé dosazenim
obrazu o(x) je soustava, ve které nahradime kazdy vyskyt proménné x slovem o (x).

Pozorovani 2.35. Dosazeni obrazu o(x) je mozné povazovat za opakované vepisovani
konstanty na konec proménné x, dokud neni proménnd x prazdnd, a nakonec smazani
prazdné proménné x. Ve stejném smyslu budeme tedy hovofit o odvozenych feSenich.

2.2.4 Rozruznéni konstant

Definice 2.36. Méjme soustavu S a typovy homomorfismus t néjakého feSeni v této sou-
stavé. Pak definujeme soustavu 7~ vzniklou rozriiznénim konstant na zikladé typového homo-
morfismu t jako soustavu, ve které

e stale existuje feSeni typu £,

e existuje zobrazeni ¢ : €5 — €5, které kdyZz rozsifime identitou na mnoZzinu 7,
splituje S = (7)),

e velikost mnoziny %7 je za danych podminek je nejvyssi mozna.

Pozorovani 2.37. Soustava vznikld rozriznénim konstant mé stejnou délku jako ptivodni
soustava.

Pozorovani 2.38. Pokud provedeme rozrtiznéni konstant dvakrat po sobé (se stejnym
typem) dostaneme aZ na isomorfismus stejnou soustavu, jako kdybychom jej provedli
pouze jednou.

Pozorovani 2.39. Kdykoli mame feSeni 7 soustavy 7~ z pfedchozi definice, je homomor-
fismus ¢1 feSenim soustavy S stejného typu jako 7. Z toho plyne min(S) < min(7).

Tvrzeni 2.40. Po rozriiznéni konstant v kvadratické soustavé se ve vysledné soustavé
kazd4 konstanta vyskytuje nejvyse dvakrat.

Diikaz: Pfedpokladejme, Ze se konstanta A vyskytuje v soustavé 7~ alespon tfikrat. Uka-
Zeme, Ze je mozné soustavu jesté vice rozrtiznit — pfidat alespori jednu dalsi konstantu
se zachovanim podminky, Ze existuje feSeni typu t. Ozna¢me 7 feSeni soustavy 7~ typu
t. Dale vezméme néktery vyskyt v € 97 konstanty A a ozna¢me pozici p = Z; (v). Ve
vyskytu v nahradime proménnou A nové zaloZenou proménnou B. Déle uvazme pro-
t&jsek g pozice p. Je-li Z;! () opét vyskytem konstanty A, nahradime i v ném konstantu

10



2.2 Operace se soustavou a jejim resenim

A konstantou B. Nové vzniklou soustavu ozna¢me 7. JelikoZ méla konstanta A alespori
3 vyskyty, néjaky vyskytji zbyl a v soustavé 7, se tak vyskytuje vice konstant nez v sou-
stavé 7, zbyva ukdzat, Ze soustava 7 je stale feSitelnd.

To je déno tim, Ze miizeme sestrojit jeji feSeni 7, tim, Ze uvazime mnoZzinu pozic

M = {pB, pBy, PBYP; - - -}

kde poslednim prvkem je bud g, pokud jsme v soustavé nahradili pouze jednu kon-
stantu, nebo gB, pokud jsme nahradili dvé. K sestrojeni 7, zbyva v feSeni 7 nahradit na
vSech pozicich odpovidajicich mnoZziné ¥, (M) konstantu A za konstantu B. m

2.2.5 Slepené konstanty

Definice 2.41. Bud S soustava a s = A;...A, slovo sloZené z n rtiznych konstant. Pak
fekneme, Ze konstanty slova s jsou v soustavé S slepené, pokud kazdy vyskyt kazdé kon-
stanty ze slova s je soucasti celého slova s. Tedy pro kazdy vyskyt v a index 7, pro ktery
@ (v) = s[i], plati

O((v-i)(v—i+1)...(v+(n-i-1))=s.

Pozorovani 2.42. Relace , konstanty A, B jsou spolu v néjakém slepeném slové” je ekvi-
valence. Navic tfidy této ekvivalence je mozné zapsat opét jako slepena slova.

Definice 2.43. Ekvivalenci z pfedchoziho pozorovéani nazveme ekvivalenci slepenosti. Ri-
kame, Ze je soustava bez slepenijch konstant, je-li kazda tfida této ekvivalence jednoprv-
kova.

Definice 2.44. Necht A; ... A, jsou konstanty slepené v soustavé S a o je jeji FeSeni. Rek-
neme, Ze konstanty slova s = Ay ... A, jsou slepené i v feseni o, pokud pro kazdou pro-
ménnou x plati, Ze kdekoli se ve slové o(x) vyskytuje nékterd konstanta slova s, pak se
zde vyskytuje jako soucést celého slova s.

Definice 2.45. Rekneme, Ze feSeni o soustavy S je nestépici, pokud spliiuje: kdykoli je
néjaké slovo z konstant slepené v soustavé S, je toto slovo slepené i v feSeni o-.

oy <, 0.

Diikaz: RozloZime konstanty na tfidy ekvivalence slepenosti v soustavé (pfislusné kon-
stanty nemusi byt slepené v feSeni o). Pak z kazdé tfidy vybereme jednu takovou kon-
stantu A, pro kterou je |0(S)|a nejmensi. Nésledneé sestrojime soustavu S; s feSenim o
tak, Ze ze soustavy S a z feSeni o odstranime vSechny nevybrané konstanty. Nasledné
z téchto feSeni vyrobime feSeni o, soustavy S, tak, Ze v soustavé i v feSeni nahradime
kaZzdou konstantu celym pfislusnym slovem slepenym v S. Tim ale S, = S a feSeni o,
je nestépici spliiuje pozadovanou c-nerovnost. (]

2.2.6 Sliti slepenych konstant

Definice 2.47. Bud S soustava. UvaZzujme v této soustavé tfidy ekvivalence slepenosti.
Pak definujeme soustavu 7~ vzniklou slitim slepenijch konstant soustavy S tak, ze pro kaz-
dou tfidu ekvivalence slepenosti, ktera odpovida slepenym konstantdm A; ... A, nahra-
dime v soustavé kazdé slovo A; ... A, jednou novou proménnou. Celkem tedy bude mit
soustava 7~ tolik konstant, kolik méla S tfid ekvivalence slepenosti.

Pozorovani 2.48. Slitim slepenych konstant vznikne soustava bez slepenych konstant.

Pozorovani 2.49. Kdykoli mame feSeni t soustavy 7~ v predchozi definici, mtZzeme
v tomto feSeni nahradit kazdou konstantu odpovidajicim slepenym slovem A;... A, a

VVVVVV
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2. Mikro-operace s kvadratickou soustavou aneb skakani po pozicich

Definice 2.50. O odvozenych feSenich budeme v souvislosti se slitim slepenych konstant
mluvit ve smyslu pfedchoziho pozorovani.

vvvvvv

feSeni 7 v soustavé 7 vzniklé slitim slepenych konstant je c-minimalni.

Pozorovani 2.52. Pro soustavu S a z ni vzniklou soustavu 7~ vzniklou slitim slepenych
konstant plati
min(7") < min(S) < min(7) - |Es|.

Definice 2.53. Operace ,smazani prdzdnych proménnych”, ,odstranéni mnoZiny po-
z il z 4l

zic”, ,vepsani konstanty na konec proménné”, ,, dosazeni obrazu proménné”, , rozrtiz-
néni konstant”, ,sliti slepenych konstant” budeme souhrnné oznacovat mikro-operace.

Pozorovani 2.54. UvaZzujme soustavu S s feSenim o a z té pomoci mikro-operaci odvo-
zenou soustavu 7 s feSenim 7. Plati 7 <; 0. Déle uvazme dvé feSeni 1y, 7, soustavy 7~
a zpétné odvozena feSeni o, o soustavy S. Pokud plati 71 <. 7, tak platii oy <. 0.
Pokud tedy feSeni o bylo c-minimélni, bude takové i feSeni 7.

2.3 2-soustavy

Zkoumat soustavy, ve kterych se kazda proménna vyskytuje nejvyse dvakrét je zbytecné
obecné. UkaZeme, Ze bohaté staci se zaméf¥it na ,jesté vice kvadratické” soustavy.

Definice 2.55. Definujeme 2-soustavu jako takovou kvadratickou soustavu na slovech, ve
které se kazda proménna i konstanta vyskytuje prave dvakrat.

Pozorovani 2.56. Pro 2-soustavu S plati [S| = 2(| /5| + [€s)).

Tvrzeni 2.57. Uvazujme kvadratickou soustavu S ajeji feSeni o, z kterého nelze odstranit
neprdzdnou mnozinu pozic. Pokud do soustavy dosadime obraz o v8ech unikdtnich
proménnych, ziskdme soustavu, delsi (je-li viibec delsi) nejvyse o pocet vyskytt vSech
konstant ptivodni soustavy S.

Diikaz: Existuje totiZ prosté zobrazeni z mnoziny
{p e 257 | ©Z;! (p) je unikétni proménné}

do mnoZiny
{p € PSC | <I>Z(;l (p) € ‘53}.

Timto zobrazenim je samotny protéjSek. K tomu, Ze opravdu kazdy takovy protéjsek p
spliiuje ®Z_! (p) € €s, pouZijeme tvrzeni . m

Tvrzeni 2.58. Je-li ddna kvadraticka soustava S s feSenim o, ze kterého nelze odstranit
neprdzdnou mnozinu pozic, pak existuje 2-soustava 7 s feSenim 7, pro kterou plati

® [T1<2lS,

® |o(S)| = [«(T)I.

e Bylo-li feSeni o nejkratsi resp. [-minimalni resp. c-minimélni, bude i feSeni 7 nejkratsi
resp. I-minimalni resp. c-minimalni.

Diikaz: Nejprve dosadime obraz o vSech unikatnich proménnych. Diky pfedchozimu
tvrzeni tak soustavu zvétSime nejvyse dvakrat. Druhym (a poslednim) krokem k sou-
stavé 7 s feSenim 7 je rozrtiznéni konstant.

Diky tvrzeniR.40bude v 7~ kazdd konstanta nejvyse dvakrat. Zddn4 konstanta A se
ale v soustavé nemtuize vyskytovat pravé jednou — pro vyskyt v konstanty A musi byt i

zZ1 (ZT (v) ,B(yB)MAX) vyskytem konstanty A réiznym od v. n
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2.3 2-soustavy

Disledek 2.59. Kdybychom meéli polynomidlni resp. jednoduse exponencidlni mez na
2-soustavy, méli bychom polynomialni resp. jednoduse exponencidlni mez na vSechny
kvadratické soustavy.

Definice 2.60. Zlomem v soustavé S rozumime dvojici po sobé jdoucich vyskytt
z = (25,25 ). Predstava zlomu je ,ta mezera mezi pismeny”, tedy nazyvame jej

. 2 S S
zlomem mezi vyskyty 27 a 27 .

Pozorovani 2.61. Pokud je kazdé strana kazdé rovnice v soustavé S neprazdng, je pocet
zlomu roven |S| — 2 (S)).

Definice 2.62. Méme faktor pozic F. O zlomu (v, v + 1) v soustavé S fekneme, Ze leZzi
v tomto faktoru, pokud existuji ve slové F jsou pozice p, g spliiujici

Zl ) <v<v+1<Z(q).

Pozorovani 2.63. Uvazujme soustavu S bez unikatnich proménnych, v ni smysluplny
typovy homomorfismus t a faktor pozic F délky alespoti 2. Pak ve F(yg)M*X leZi alespori
jeden zlom.

Pozorovani 2.64. Mame-li dva faktory pozic F, F,, ve kterych leZi jeden spole¢ny zlom,
pak se tyto faktory musi protinat v alespo1i dvou pozicich.

Tvrzeni 2.65. Uvazme feSitelnou 2-soustavu S bez slepenych konstant. Takové soustava
pak splituje nerovnost

1€sl < 3[7sl + (S

Diikaz: Uvazujme néjaké feSeni o soustavy S a ze soustavy S vyhodime rovnice, které
maji nékterou stranu prazdnou. Tim mohou vzniknout unikatni proménné, ale vSechny
budou v feSeni o prazdné. Pokud v nové soustavé dokdzeme nerovnost z tvrzeni, bu-
deme ji mit dokdzanou i pro ptivodni soustavu, protoze jsme nezménili levou stranu
nerovnosti a pravou jsme snizili.

Mnozinu v8ech zlomti soustavy S oznaéme Y a jeji podmnozinu sloZenou ze vsech
zlomt mezi dvéma vyskyty konstant ozna¢me Y+ .

Definujeme prosté zobrazenif : Y — Y. Pro kazdy zlom z = (v, v+1) € Yy uvazme
faktor pozic délky 2: F, = Z, (v(v + 1)). Jeho protéjsek ozna¢me G.. Pak existuje alespon
jeden zlom lezici v G, néktery takovy oznacme f(z).

Zobrazeni f je prosté, pokud totiZ f(z1) = f(z2), taki G;, = G,, tim se rovnaji jejich
protéjsky F., = F,, a tak i samotné z; = z,.

Navic kazdé f(z) € Y \ Y¢. Kdyby totiZ f (z) byl zlom mezi dvéma vyskyty konstant,
byly by tyto konstanty v soustavé slepené.

Oznac¢me ¢ = |Y¢| pocet zlomli mezi dvéma konstantami a d = |Y| - c pocet ostatnich
zlomt. Pak mdme nerovnost ¢ < d, ekvivalentné 2¢ < [Y/.

Kazdy vyskyt kazdé konstanty mtZe byt bud posledni v néjaké strané néjaké rov-
nice, nebo za sebou mit vyskyt proménné, nebo je mezi nim a nasledujicim vyskytem
zlom mezi dvéma konstantami. To ddva nerovnost

2|6s| <2US) + 2| 5| +c.
Dosazenim nerovnosti 2¢ < |Y| < 2(|Gs| + | /s| — (S))) dostdvame

265 <2USH +2Vs+c < (S) +3¥s + Es
Cs < US)) +3Y5s.
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2. Mikro-operace s kvadratickou soustavou aneb skakani po pozicich

2.4 Co by stacilo pro jednoduSe exponencidlni mez

Tvrzeni 2.66. Pfedpokladejme, Ze existuje rostouci polynom p s vlastnosti: pro kazdou
feSitelnou 2-soustavu S s alespoii jednou proménnou existuje feSeni o a néjakd pro-
ménna této soustavy x, Ze plati [o(x)] < 219, Jinymi slovy predpokléadédme, Ze mame
jednoduse exponencidlni omezeni na nejmensi moznou délku nejkrat$i proménné. Za
takového pfedpokladu plati hypotéza o jednoduse exponencidlni mez pro délku
celého feSeni pro kvadratické soustavy:.

Navic, pokud by ptfedpoklad platil pouze pro vSechny 2-soustavy o jedné rovnici,
platila by i hypotéza pro vSechny kvadratické soustavy o jedné rovnici.

Diikaz: Diky dtsledku a pozorovani sta¢i ukédzat jednoduse exponencidlni
mez pro 2-soustavy bez slepenych konstant. Vezméme si tedy takovou 2-soustavu S,
oznatme j = |¥s| a S; = S. PopiSeme postup, jak z 2-soustavy S;;1 vytvofit 2-soustavu
Si opét bez slepenych konstant a s i proménnymi. Tento postup budeme provadét az
do SO.

Z pfedpokladu mame feSeni 0,1 soustavy S;;1 a proménnou x;,; takovou, Ze plati
|lois1(xi41)| < 2P0S1D_ Pak vytvotime soustavu 77 tak, Ze do S, dosadime obraz o, 1(xi41)
andasledné na zakladé odvozeného o, rozrtiznime konstanty. Poté v soustavé 7; slijeme
slepené konstanty, ¢imz dostaneme soustavu S;.

Pfi tomto odvozovani plati

o (Si) = (T < (Sis1)), rovnice mutize pfi kroku zmizet, pokud dosadime prazdny
obraz proménné, kterd je v néjaké rovnici samotn4,

® [Cs,| < 3j+(Si) podle tvrzeni a diky skutecnosti, Ze S; nema slepené proménné,

o |Si| = 2(17s,| + 1€5,]) < 27 +23j + (SH) = 8 +2(S)) < 10IS], prvni rovnost je pozo-
rovani nasledujici nerovnost pak vyplyva z pfedchoziho bodu, posledni nerov-
nost vyplyva z trividlnich odhad@ hodnot j a ((S)),

o 67| = s, | + loi1(xiz1)| < 3 + (Sis1)) + 2°05mD < 418] + 2P10SD poget konstant 7;
vyplyva z definice této 2-soustavy, dal$i odhady plynou z pfedpokladu o feSeni o1
a pfedchozich dvou bodt,

o 67| < 48| + 2P0 < 2P205) pro n&jaky polynom p; nezavisly na S, tedy odvodime
z polynomu p polynom p; spltiujici pro kazdé x € R nerovnost 4x + 2°P10) < 2p2(),

e min(Si;1) < min(7;) < min(S)) - [467| < min(S;) - 2r2(SD, prvni nerovnost plyne z po-
zorovani a druhéa z pozorovéni a posledni z pfedchoziho bodu,

e min(Sy) = |Sol = 2{(Sp)), protoZe v této 2-soustavé nejsou zddné promeénné ani sle-
pené konstanty.

Pouzijeme posledni dva body, tedy rovnost min(Sy) = 2(Sp)) a nerovnost
min(S;;1) < min(S;) - 272D, Celkem tak pro viechna i € {0, ...} indukci dostdvame

min(S;) < 2(So) - (ZPZ(‘SD)i = 2 ((Sp)) - 21728

a tak
min(8S) < 2|S| - 218P2(SD

coz dava kyzeny odhad. Dodatek k tvrzeni plyne ze skutecnosti, Ze pfi manipulaci se
soustavou S nezvySujeme pocet rovnic. [

2.5 Periodicita

Definice 2.67. O vyskytu 27 _fikdme, Ze je levy, pokud b = 0. Naopak, je-li b = 1, mlu-

vime o pravém vyskytu. O soustaveé fikame, Ze je balancovand, pokud mé kazda proménna
i konstanta stejny pocet pravych vyskytti jako levych.
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2.5 Periodicita

Pozorovani 2.68. Je-li v kvadratické rovnici S vyskyt v € 25 levy, pak jeho protéjsek je
pravy vyskyt a obracene.

2,51 Opakujici se konstanta

Tvrzeni 2.69. Uvazujme kvadratickou soustavu S bez unikatnich proménnych, jeji feSeni
o a jeji konstantu A. Cislem 1 oznaéme pocet vyskytti konstanty A a ptedpokladejme,
Ze existuje faktor F pozic délky n + 1, pro ktery ¥, (F) = A"*1. Pak z tohoto Fegeni lze
odstranit neprazdnou mnoZinu pozic. Je-li navic S balancovand soustava, staci n volit
jako pocet vyskytii konstanty A na jen levych nebo jen pravych stranach.

Diikaz: BUNO ptedpokladejme, Ze faktor F je na levé strané rovnice. Pro kazdou pozici
p € F najdeme vyskyt Z;! (p(y,B)MAX). Kazdy takovy vyskyt v bude vyskytem konstanty
A. Téch je pouze n, najdeme tedy dvé rizné pozice pi, p, € F, pro které

Z (P oBM) = Z (pa ) MAY).

Pokud jsme navic méli soustavu balancovanou, je kazdé pozice p(y8)M*X na stejné strané

jako p. Proto k nalezeni takové dvojice pi, p; stac¢ilo mit délku faktoru F polovi¢ni.
Jelikoz je |Z(, (Z o (p1 (y,B)MAX))| =1, mame dokonce

p1(yBMAX = pr(yp)MAX.

Oznac¢me i,] takov4, Ze

pr(yB) = pr(yBMA = p(yBMAX = pa(yBY.
BUNO i > j, ¢ili N
pi(¥B)™ = p»

Pak sestrojime kandidata na feSeni o’ odstranénim mnoziny M definované jako

M = {p1,p1y,p1(¥B)", L (YA 'y, ... P1(¥B) B = pfB).

Zbyva ovéftit, ze o’ je feSenim.

Pro kazdou p € M\ {p1,p,} plati p8 € M. Proto sta¢i ovéfit rovnost levé a pravé
strany jen pro rovnici faktoru F. A ta také plati, protoZe ve slové A"*! nezéalezi, na kterych
mistech konstantu A odstranime. ]

2.5.2 Linearni mez na exponent periodicity

V &anku [2]] je dokdzand linedrni mez na exponent periodicity. Ukédzeme zde tentyz
vysledek pomoci protéjsku.

Definice 2.70. Bud S soustava na slovech a o jeji feSeni. Pak exponentem periodicity feSent
o rozumime nejvétsi ptfirozené ¢islo n takové, Ze existuje rovnice R, = (S0, Sy1) a slova
* ~ 2z 7
a,b,p e %S spliujici )
o(Sy0) = ap"b,
pficemzZ p je neprazdné.
Exponent periodicity fesitelné soustavy S pak je nejvétsi mozny exponent periodicity

N OA

pfes vSechna moZzna nejkratsi feSeni.

Tvrzeni 2.71. Uvazujme kvadratickou soustavu S bez unikatnich proménnych a jeji fe-
Seni 0. Déle ozna¢me z jako pocet zlomi soustavy. Pfedpokladejme, Ze existuje faktor
pozic F splijici 3¥,, (F) = a*** pro né&jaké slovo a délky alespoti 2, a navic, Ze pro slovo
a délky 1 jiz takovy faktor neexistuje. Pak z feSeni o 1ze odstranit neprdzdnou mnoZinu
pozic.
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2. Mikro-operace s kvadratickou soustavou aneb skakani po pozicich

Diikaz: Volme nejkratsi mozné slovo a a ozna¢me k = |a|, G = Prefi(F). Pak budou slova
0¥, (G), 0¥, (G+1),...,0¥,(G+(k-1)),

navzjem rtizna.
Uvazme nyni z + 1 faktorti pozic:

(G + PN (G + 20PN, .. (G + (z + DIy

Kazdy z téchto faktorti obsahuje néjaky zlom, existuji tedy ¢isla m,n € {1,...,z + 1}, pro
ktera se protinaji faktory

(G +mk)(yPMAX, (G + nk)(ypMAX.
Dale najdeme exponenty i, j spliiujici
(G +mk)(yB) = (G +mk)(yBM, (G + nk)(yBY = (G + nk)(yB)MAX.

BUNO i > j. Pak se protinaji i faktory pozic (G + nk)(yB8) 7/ a (G + nk), co jsou dokonce
faktory slova F. Vzhledem k vlastnostem slova ¥, (F) a tomu, Ze a je nejkratsi mozné,
tak mame (G + mk)(yB)'” = (G + nk).

Z teSeni o tak lze (obdobné jako v piipadé diikazu pfedchoziho tvrzeni) odstranit
mnozinu

(G + mk) U (G + mk)y U (G + mk)(yB)* U (G + mk)(yB)'y U ... U (G +mk)(yB) B = (G + nk)B.
| |

Dusledek 2.72. Kombinace pfedchoziho tvrzeni a tvrzeni dava linearni (vzhledem
k délce) mez exponentu periodicity pro kvadratické soustavy bez unikédtnich promén-
nych. Pomoci tvrzeni muZeme tuto linedrni mez na exponent periodicity rozsitit
dokonce na v8echny kvadratické soustavy,

Poznamka 2.73. Lepsi neZ linedrni mez pro exponent periodicity nemtiZe byt, a to ani
pro 2-soustavy. Uvazme ndsledujici rovnici, kde A, B jsou konstanty, jednotliva a;, b; pak
proménné

ﬂlBﬂzblﬂlgbz . ﬂnbn_lAbn = Ab]ﬂlbzaz e bnﬂnB.

V této rovnici nemtize mit v feSeni Zddna proménna nulovou délku, takové skute¢nost
by totiz znamenala rozpad rovnice na dvé nefeSitelné 2-rovnice. Jediné nejkratsi feseni
o tedy je, kdyZ pro vSechna i je o(a;) = A a o(b;) = B. Jeji exponent periodicity tak je n+1.
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Kapitola QR

Makro-operace s kvadratickou soustavou
aneb 1lamani a dosazovani

V této kapitole pfedevsim budujeme terminologii pro pifehlednou formulaci algoritmu
v podkapitole .2}, ktery je ovSem znac¢né inspirovan algoritmem v [EI]. Daleje zde uveden
standardni diikaz dvojité exponencidlni meze.

Novym pfinosem je pak hlavné tvrzeni které navazuje na predchozi tvrzeni
a jesté vice omezuje nutny okruh zkoumani pro dokazovani jednoduse exponencidlni
meze.

3.1 Operace

3.1.1 LAamani rovnic

Definice 3.1. UvaZzujme soustavu S, smysluplny typovy homomorfismus t v této sou-

X _ (oSt St _ (oSt oSt e .
stavé a dva zlomy z; = (a@r’o’i, "@r,O,i +1)' Zy = (Qr,l,j, Qr’l’j +1) splnujici

t(Preti 1(50)| = |H(Pretj 1(5:1)]
|t(Prefi.1(S,0)| = |H(Pref;1(Sr.1))|

Pak definujeme soustavu 7 vzniklou rozlomenim rovnice R, v soustavé S ve zlomech z1, z,.
Soustava 7~ obsahuje stejné rovnice jako soustava S az na to, Ze neobsahuje rovnici R,.
Misto ni obsahuje dvé nové rovnice

Pref;;1(S,0) = Pref;,1(S,1),  Suffis, -i-1(S:0) = Suffis, --1(5r.1).

Pozorovani 3.2. Pfi pouziti znaceni z pfedchozi definice je t typovym homomorfismem
néjakého feSeni soustavy S pravé tehdy, kdyz je typovym homomorfismem toho sa-
mého feSeni v soustavé 7. Déle libovolné feSeni soustavy 7 je opét feSenim soustavy S.
Obracené to plati jen pro ta feSeni o, kterd spliiuji podminku z definice pro zlomy z1, z,.

s~ 2

Pozorovani 3.3. Pokud v soustavé rozlomime rovnici, snizime pocet celkovych zlomii
0 2 a zachovdme mnoZinu konstant.

ev s N

Dokud je mozné laméni rovnic, miizeme zvesela vytvaret sloZitéjsi a slozit&jsi rov-
nice. AvSak hodilo by se mit moZnost rovnici ,nasilim” zlomit tam, kde ndm k tomu
sama nedava pfilezitost. Musime si tedy zlomy naproti sobé vyrobit.

3.1.2 Lamadani proménnych

Definice 3.4. UvaZzujme soustavu S, smysluplny typovy homomorfismus t v této sou-

stave, vyskyt 29  proménné x a nezdporné celé &islo j splitujici
|t(Prefy(S, p))| < j < [H(Prefisi(S,p))]-

Pak definujeme soustavu 7 s typovym homomorfismem t, vzniklou rozlomenim vyskytu

Qf’b’l. v bodé j na zdkladé typu t. Soustava 7~ vznikne nahrazenim vSech vyskytti pro-

ménné x za dvojici novych proménnych x1x,. V novém typovém homomorfismu t, pak

It2(x)| = j — [H(Prefi(S,p))|.  If2(x2)| = [#(Prefi,a(S,p))| - .
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3. Makro-operace s kvadratickou soustavou aneb lamani a dosazovani

Na v8ech ostatnich proménnych se typovy homomorfismus t, shoduje s t. Dvojici
vyskytt v 7~ vzniklou nahrazenim vyskytu v fikdme zlom vzesly z rozlomeni proménné.

Pozorovani 3.5. P¥i pouZziti znaceni z pfedchozi definice 1ze z kazdého feSeni 7 sou-
stavy 7 odvodit feSeni o soustavy S splitujici 7(y) = o(y) pro kazdou proménnou y
riznou od x a déle 7(x1x2) = o(x). TotéZ lze provést i obracené. Tedy z libovolného o
odvodit néjaké takové feSeni 7 (mame dokonce na vybér). Plati tak min S = min T.

Definice 3.6. Pojem odvozené feseni budeme v souvislosti s rozlomenim proménné pou-
zivat ve smyslu pfedchoziho pozorovani.

Pozorovani 3.7. UvaZujme situaci z definice @ Kdykoli mame feSeni 7 typu t, sou-
stavy 7, je odvozené feSeni o soustavy S typu t. Naopak pro kazdé feSeni o typu ¢
soustavy S existuje pravé jedno feSeni 7 typu t, soustavy 7, z néjz odvozené feeni je
pravé o.

Pozorovani 3.8. Rozlomenim proménné v kvadratické soustavé zvysime celkovy pocet
zlomii nejvyse o 2 a zachovame mnoZzinu konstant.

Definice 3.9. UvaZujme soustavu S, smysluplny typovy homomorfismus ¢, vyskyt Qr b
v soustavé S jeji konstanty nebo proménné neprazdné v t. Pfedpokladdme, Ze existuje-li

th i+17

vzniklou rozlomenim soustavy S za viyskytem QS na ziklade typu t. Je-li 29, . posledni

tak ’Zt . +1)| > 0. Definujeme soustavu 7~ s typovym homomorfismem f,

(tedy QS , neni definovéno), ponechdvame T Sat, =t V opatném piipadé se

podlvame na pozici ﬂfbtk definovanou jako

Py = Suthy (2:(27,,)
a ozna¢ime vyskyt er b= (i@ ;S 1t b k)
Pokud
(‘@flt bk+1) * er -bj>

S
) a ("@r 1-b,’ Qr,l—b,j+l)'

v bodé k + 1 a pak teprve

rozlomime rovnici ve dvojici zlom (Qr b 2y b -

V opaéném piipadé nejprve rozlomime vyskyt er Y
S

rozlomime rovnici ve zlomu (Q thl”) a zlomu vzeslém z rozlomeni proménné.
Vysledek prohlasime za soustavu 7' s typovym homomorfismem #,.

Analogicky definujeme i rozlomeni soustavy S pred vyskytem v. Nakonec definujeme
vylomenti vyjskytu jako postupné rozlomeni soustavy pied a za nim.

X1 X2

) U » |

Obrazek 3.1. Rozlomeni soustavy za vyskytem v.
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3.1 Operace

Pozorovani 3.10. Pti pouziti znaceni z pfedchozi definice 1ze z kazdého feSeni 7 soustavy
7 odvodit feSeni o soustavy S (at uz ldameme pied vyskytem, za vyskytem, ¢i dokonce
vylamujeme vyskyt). Opét tedy budeme hovoftit o odvozenych feSenich.

Pozorovani 3.11. Je-li o feSeni typu t soustavy S ve smyslu pfedchozi definice, existuje
pravé jedno feSeni 7 typu t, takové, Ze feSeni zpétné odvozené z 7 je o

Pozorovani 3.12. Rozlamovéni pfed/za vyskyty v kvadratickych soustavach (a tedy i
vylamovani vyskytt) nezvysi pocet zlomti a zachovavd mnozinu konstant.

Ackoli pocet zlomii vétSinou zustava stejny a kazdopadné neroste, pocet rovnic
muize rist do aleluja. Je vSak nabiledni, Ze rovnice beze zlom® bude mozné redukovat.

3.1.3 Dosazovani

Definice 3.13. O rovnici R, = (S,0,5,1) v soustavé S fekneme, Ze je dosaditelnd, pokud
alespor jedna ze stran S,,S,; ma délku 1 a navic je tato strana tvofena proménnou,
kterd se na druhé stran¢ této rovnice nevyskytuje.

Definice 3.14. UvaZzujme v soustavé S dosaditelnou rovnici R, a jeji stranu S, ), = x, kde
x je proménnd. Definujeme soustavu 7~ vzniklou dosazenim strany S, (pfipadné vyskytu
be,o) jako soustavu vzniklou z S tak, Ze odstranime rovnici R, a vSechny zbylé vyskyty
proménné x v rovnici nahradime slovem S, ;.

Poznamka 3.15. MiiZe se stat, Ze proménna x nema v soustavé jiny vyskyt, tedy dosa-
zeni rovnice 7 je pouze jejim smazanim. Pokud i na druhé strané rovnice byla néjaka
proménnd nebo konstanta, kterd se v soustavé vyskytovala pouze jednou, zmizi i ta ze
soustavy (tedy nejen proménnd x).

Pozorovani 3.16. Dosazeni v kvadratickych soustavach nezvysi pocet zlom1, zato sniZzi
pocet rovnic o jedna.

Pozorovani 3.17. Pokud provddime dosazovéni, dokud to nékde jde, tak po kone¢ném
¢ase skon¢ime a vysledek (aZ na isomorfismus soustav) nezavisi na pofadi, ve kterém
jsme dosazovali.

Pozorovani 3.18. UvaZujme soustavu S se smysluplnym typovym homomorfismem ¢.
Provedeme nékolik dosazeni, ¢imZ vznikne soustava 7~ s odvozenym typem t,. Pfitom,
dosazujeme pouze takové proménné, které maji i dalsi vyskyt. Pfi jednom dosazeni se
vzdy odstrani jedna rovnice, kterd navic neni v typovém homomorfismu ¢ nejdelsi. Po-
kud tedy pocet dosazeni oznac¢ime d, plati nerovnost

LS| < |(T)] - (d + 1),

specidlné
S < [02(T)] - (SD) -

Definice 3.19. O rovnici R, = (5,0, Sr1) v soustavé S fekneme, Ze je trividlni, pokud obé
strany S, , Sr1 maji délku 1.

Definice 3.20. Bud S fesitelnd soustava a r jejf trividlni rovnice. Eliminaci trividlni rovnice
r myslime bud jeji dosazeni, je-li rovnice dosaditelnd (jsou-li obé strany tvofeny pro-
ménnou, nezdlezi na vybéru proménné, kterou dosadime, vysledek bude aZ na isomor-
fismus soustav stejny), pfipadné odstranéni této rovnice ze soustavy, je-li rovnice tvaru
a = a pro néjakou konstantu nebo proménnou 4.

Poznamka 3.21. Jedind mozna trividlni rovnice, kterou neni mozné eliminovat, je tvaru
A = B, kde A, B jsou rtizné konstanty. Existence takové rovnice ovSem znamena, Ze sou-

PN

stava neni feSitelnd.
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3. Makro-operace s kvadratickou soustavou aneb lamani a dosazovani

Pozorovani 3.22. Uvazujme soustavu S. Dale uvazujme soustavu 7, ktera vznikla dosa-
zenim dosaditelné rovnice nebo eliminaci trividlni rovnice. Pak pro libovolné feSeni o
soustavy S snadno sestrojime feSeni r soustavy 7 tak, Ze zapomeneme hodnoty na vyho-
zenych proménnych. Naopak pro feSeni 7 soustavy 7” miiZeme zpétné sestrojit prislusné
feSeni 0. Toto feSeni je uréeno jednoznacné pravé tehdy, kdyZz jsme provedli dosazeni a
odstranili pouze jednu proménnou. Opét tedy budeme hovotit o odvozenych feSenich.
Daéle uvazujme smysluplny typovy homomorfismus t soustavy S a typovy homo-
morfismus ¢, soustavy 7~ vznikly zapomenutim hodnot na odstranénych proménnych.
Pak existuje feSeni typu t soustavy S, pravé kdyZ existuje feSeni typu t, soustavy 7 .
Pfirozeny postup nynije vylomit vyskyt proménné a nasledné jej dosadit. Zadrhel by
mohl nastat, pokud bychom vylomenim vyskytu ,zasdhli” druhy vyskyt této proménné

— tim bychom vylomenim neziskali dosaditelnou rovnici. UkdZeme, Ze v minimalnim
feSeni se to stat nemtiZze a dame postup, jak se s takovou situaci obecné vyporadat.

3.1.4 Krdceni piekryvii

Definice 3.23. UvaZujme kvadratickou soustavu S, typovy homomorfismus ¢ v této sou-
stavé a proménnou x. Prekryvem proménné x v feSeni o- rozumime dvojici vyskytt této

S

r,l—b,j} takovou, Ze tyto vyskyty leZi na rtiznych stranach jedné rov-

proménné {Q;Sbl., 2
nice a navic
0 < ||t(Prefi(S, )| - |t(Pref;(S,11))|| < It

Pokud v pravé nerovnosti nastava rovnost, nazyvame tento piekryv trividlnim. V ptipadé
ostré nerovnosti naopak mluvime o netrividlnim ptekryvu.

Pozorovani 3.24. Pokud proménna nemd netrividlni pfekryv a kolem svych vyskytu
nemd prazdné proménné, miZzeme jeden jeji vyskyt z rovnice vylomit. Tim ziskdme
dosaditelnou rovnici, tedy nasledné mtizeme tento vyskyt dosadit.

Pozndmka 3.25. Méjme kvadratickou soustavu S, jeji feSeni o a prekryv {st L 95 }
r.b,i r,1-b,j

proménné x v feSeni . BUNO pfedpokladejme k = [t(Pref;(S, ;))|-|t(Pref;(S,1-4)) kladné
(jinak prohodime strany). Pak definujeme kandidata na feSeni 7 odstranénim pozic

Pref; (Zt (Q;Sbl)) U Pref; (Zt (Q;S,l—b,j))

Tedy proménna x je v tomto feSeni o k kratsi.

Tvrzeni 3.26. Kandidét r na feSeni popsany v pifedchozi poznamce je skutecné feSenim
rovnice S.

Diikaz: Slovo
(Prefk (Zt (‘Q;S,lfb,j))ﬁ) Pref; (Zt (e@fb’i))

je faktorem pozic. Pak obraz tohoto slova v homomorfismu ¥, je roven
(Prefi(o(x))*.
NezéleZzi, kterou polovinu dvakrat zopakovaného slova odebereme, proto

T(Sr,b) = T(Sr,l—h)~ u

Definice 3.27. Uvazme feSeni o kvadratické soustavy S a v tomto feSeni netrivialni pie-

kryv {QS

S 20 } proménné x. Opakované odvozujeme mensi feSeni postupem po-

r1-bj
psanym v pfedchozi pozndmce, dokud md proménna x netrividlni pfekryv. Takto vznik-
lému feSeni fikame fesent vzniklé pokricenim prekryou {be - Qfl_b].}.
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3.2 Dvojité exponencialni mez

Obriazek 3.2. Pokraceni pfekryvu proménné x

Stejné tak, pokud mdme pouze typovy homomorfismus t v kvadratické soustavé S

RS TPEERY S S ¥ ‘ . . .
a netrividlni ptekryv {o@r’b,i, Qr’l_b’j proménné x, definujeme typovy homomorfismus

t, vznikly pokrdcenim pfekryvii jako takovy typovy homomorfismus, ktery se na vSech
proménnych rtiznych od x shoduje s t a dale |f2(x)| je nejmensi mozna kladna délka spl-
nujict

()] = [tH(x)]  (mod k),
kde k = [t(Pref;(S;p))| — |t(Pref;(Sr1-p))l-

Definice 3.28. Operace ,smazani prdzdnych proménnych”, ,ldmani rovnic”, ,ldméni
vyskytu v bodé”, ,ldmani pted / za vyskytem”, ,vylamovéani vyskyti”, ,dosazovani”,
,eliminace trividlni rovnice” a , pokraceni pfekryvu” budeme souhrnné oznacovat jako

makro-operace.
3.2 Dvojité exponencidlni mez
A — ——.I— — —™

Pozorovani 3.29. Kvadraticka soustava S, ve které je kazda strana kazdé rovnice ne-
prazdnd, ma nejvyse tolik netrividlnich rovnic, kolik méa celkem zlomt. Pokud tedy S
nemd zadné dosaditelné trividlni rovnice, mtZeme odhadnout jeji délku na zdkladé po-
¢tu z zlomt a poctu ¢ vyskytt konstant.

z=|8]-2{S) > |S|-2(z+c/2) = |S| <3z +c.

Pozorovani 3.30. Existuje polynom p s nasledujici vlastnosti. Kdykoli uvazime pevné
mnoziny ¢ a ¥/, tak pocet vsech moZnych kvadratickych soustav, jejiZ mnoZzina konstant
je podmnoZina ¢ a mnozina proménnych je podmnoZzina 7" nepfevysuje

oP(EUT D).

Pozorovani 3.31. UvaZujme kvadratickou soustavu S s feSenim o a z té pomoci
makro-operaci odvozenou soustavu 7~ s feSenim 7. Plati 7 <. 0. Dale uvaZme dvé feSeni
71, T2 soustavy 7~ a zpétné odvozend feSeni o1, 0, soustavy S. Pokud plati 71 <; 15, tak
platii o <; 0. Pokud tedy feSeni 7 bylo I-minimdlni, bude takové i feSeni 7.

Pozndmka 3.32. Rozsifit pfedchozi pozorovani na dalsi druhy uspofddani nemtzeme.
DoZadovat se 7 <; o by z principu nedavalo smysl, protoZe soustavy S a 7" maji pfi
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3. Makro-operace s kvadratickou soustavou aneb lamani a dosazovani

lamani proménnych rtizné mnoZziny proménnych. Déle uvedme kvadratickou soustavu
s jednou konstantou A.

A=xy, x=z, y=u, u=0o.

Jeji jediné c-minimdlni (soucasné nejkratsi) feSeni je x = z = A, zbylé proménné jsou
prazdné. Dosazenim rovnic # = v a y = u odvodime soustavu

A=xv, x=z,

s odvozenym feSenim x = z = A, v je prazdné. To ale neni c-minimalni feSeni, c-mensi
feSeni je takové, kde v = A a x, z jsou prazdné.

Je tu tedy opét drobna nepfijemnost, Ze pfi postupném ldméni a dosazovani vime
pouze, Ze feSeni klesaji v c-uspofddani, avSak minimalitu mame zarucenou pouze co se
tyce l-uspofddani. S tim se vyporadame tak, Ze budeme rovnice lamat pouze specifickym
zptlisobem, pfi kterém budeme mit kontrolu nad mnoZzinou 7" a budeme tak odvozovat
dokonce FeSeni, kterd budou [-mensi.

Tvrzeni 3.33. Existuje polynom p takovy, Ze pro libovolnou kvadratickou soustavu S mé
kazdé I-minimalni fedeni délku mensi nez 22"

Diikaz: DokaZeme tvrzeni pro 2-soustavu, pro zobecnéni na vsechny kvadratické rovnice
staci pouzit tvrzeni .

Zacneme s obecnou fesitelnou 2-soustavou S; s z zlomy a jejim [-minimalnim fe-
Senim o7;. Pfedpokladame, Ze v o1 neni Zddnd proménnd prazdnd (kdyz tak smaZzeme
prazdné proménné). Postupné odvozujeme 2-soustavy S; s [-minimalnimi feSenimi o
bez prazdnych proménnych tak, Ze vzdy bude platit

€S € Csiy

iyl <1 05,

loic1(Siv)| < |oi(Si)l.
loi(S)I < 2|oi41(Siv1)I-

V nékterém kroku k skonc¢ime na soustavé Si a jejim feSeni o délky 2. Vzhledem
k tomu, Ze se bude jednat o [-nerostouci posloupnost I-minimélnich feseni, které se ostie
zkracuji, nesmi se v této posloupnosti zddnda 2-soustava opakovat. Réiznych 2-soustav
mtize byt pouze omezen& mnoho, tedy k < 2/S) pro néjaky polynom nezéavisly na S.
Posledni vlastnost posloupnosti ndm zaruci dvojité exponencialni mez

lory| < 2- 278,

Zbyva popsat, jak odvozujeme jednotlivé soustavy. Pokud zbyla pouze jedna rov-
nice tvaru A = A pro néjakou konstantu A, ukon¢ime ¢innost. Jinak v kazdém kroku
vybereme jednu rovnici R, = (5, Sr1) soustavy S;. Je-li tato rovnice dosaditelna resp.
trividlni, tak ji dosadime resp. eliminujeme a jsme hotovi.

V opacném piipadé, pokud |o7i(S,o[0])] = |o7i(S,1[0])], rozlomime rovnici r ve dvojici
zlomt

(250 250). (25025.),

Nésledné eliminujeme vzniknuvsi trividlni rovnici a jsme opét hotovi.
Zbyva moznost, kdy maji |0i(S,[0])] a |o7i(S,1[0])] rizné délky. Zvolme b tak, aby

loi(Srp[0D] < 1o7i(S,1-5[0])]. V takovém piipadé rozlomime rovnici za vyskytem .be’o.

To rozdéli proménnou ® (QS ) na dvé —nazveme je xy. Pro proménnou y pouZijeme

r,1-b,0
jakozto prvek mnoziny 75, odstranénou proménnou ¢ (QS ) a provedeme dosazeni

r,1-b,0
vyskytu proménné x v nové vzniklé dosaditelné trividlni rovnici. Tim i nova proménna
x zmizi a my dosahneme poZadované vlastnosti feSeni ;1. (]
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3.3 Co by stacilo pro jednoduse exponencialni mez — pokracovani

3.3 Co by stacilo pro jednoduSe exponencidlni mez -
- pokracovani

Tvrzeni 3.34. Platnost hypotézy o jednoduse exponencidlni mezi pro kvadratické
soustavy bychom méli potvrzenu jiz za tohoto pfedpokladu: , Existuje rostouci poly-
nom p s nasledujici vlastnosti. Pro kaZdou 2-soustavu S s alespon jednou konstantou
existuje jeji konstanta A a feSeni o, Ze |0(S)la < 2°5).” Jinymi slovy, pro dikaz jed-
noduse exponencialni meze na velikost nejkratsiho feSeni by stacilo dokédzat jednoduse
exponencialni mez pro pocet pozic nejméné frekventované konstanty v feSeni.

Diikaz: Diky pozorovanim a staci dokazat jednoduse exponencidlni mez pro
2-soustavy bez dosaditelnych rovnic. Vezméme si tedy takovou 2-soustavu S, pocet
zlomt v ni ozna¢me z. Déle ozna¢me j = |45| a S; = S. Pfedpokladame j > 1, jinak by
bylo min(S) = 0.

Popiseme postup, jak z 2-soustavy S;,1 vytvorit soustavu S; opét bez dosaditelnych
rovnic a s i konstantami. Tento postup budeme provadét, az do S;.

Z piedpokladu méme feSeni o soustavy Si.1 a konstantu A takovou, Ze plati
l0(Sis1)la < 2PU5D Jsou-li v o prézdné proménné, smazeme je ze soustavy. Ozna¢me
kiz1 = lo(Sit1)la. Opakujme krok ,, vylom jeden ze dvou vyskyti konstanty A a ndsledné
vezmi vzniklou trividlni rovnici, jejiz jedna strana je tvofena konstantou A, a eliminuj
ji“, dokud se konstanta A v soustavé nachdzi. Vysledek oznacime 77; s feSenim 7 bez
prazdnych proménnych. Pocet zlomt v soustavé 7; nepfevysuje pocet zlomt v sou-
stavé S;;1, jakkoli 7; mlize mit oproti S;iy1 exponencidlni mnoZstvi rovnic. Nakonec
definujeme S; s feSenim o’ jako soustavu, kterd vznikne z 7; podosazovanim vsech
dosaditelnych rovnic. Nemohla zbyt Zddnd rovnice tvaru x = x pro néjakou proménnou
x. Tato proménnd by totiz musela mit v o’ nenulovou délku, protoZe nemame prazdné
proménné. To by ale znamenalo, Ze ¢’ neni nejkratsi feSeni, tedy ani 7 ani o-.

Krok ,vylomeni a eliminace trividlni rovnice” provedeme celkem (k;,q/2)-krat
(v kazdém kroku sniZime |0(Sis1)la 0 dva), tedy mliZzeme odhadnout pocet rovnic
v soustave 7;:

(T < (S + (Kki1/2) < (Siwn) + 2050,

Absence dosaditelnych trividlnich rovnic v S; dava dle pozorovani
Sy <z+i, [SiI<z+2(S8)) <3z+2j.
Odhadneme tak
(T2 < Sy + 27050 < 7 4 j 4 270512 < e

pro néjaky rostouci polynom p, nezéavisly na S. Polynom p, lze na zdkladé polynomu p
zvolit naptiklad tak, aby spliioval Vx € R : x + 2/G%) < 27200,
Dale diky pozorovani mame

220%2) . min(S;) = min(77;) = min(S;y1) — 215410 > min(S;,;) — 2PC=+%),

pritom druha nerovnost plyne z toho, Ze do nejmensiho feSeni soustavy 7; mtZeme vra-
tit k.1 /2 trividlnich rovnic, které maji v feSeni o délku 2 a zpétné odvodit stejné dlouhé
feSeni soustavy S;i.1. Posledni nerovnost plyne odhadt vyse.

Upravou dostdvame

min(Si;1) < 2727 . min(S;) + 2PC#2) < 2P min(S;)

Pro n&jaky rostouci polynom p3 nezéavisly na S.

23



3. Makro-operace s kvadratickou soustavou aneb lamani a dosazovani

Velikost nejmensiho feSeni soustavy S shora opét odhadneme pomoci pfedpokladu,
protoZe se v jeho feSeni vyskytuje jen jedna konstanta.

min(S;) < 2PUSID < ops(zH)
K odhadnuti min(S) jiZ sta¢i pouzit nerovnost min(S;;1) < 2P - min(S;):
min(8S) < (2PEDY = /Pt ;

Tvrzeni 3.35. Nechtje ddna feSitelnd 2-soustava S a jeji proménna x. Pak existuje feSitelna
2-soustava R o jedné rovnici a feSeni o soustavy S spliujici

® Gr C %Cs,
e R <|Sl,
e 2lo(x)| = minR.

Diikaz: Pfedpokladdme, Ze neexistuje feSeni soustavy S, ve kterém by méla x nulovou
délku. Kdyby takové feSeni existovalo, stacilo by jej zvolit za o a za soustavu R kupii-
kladu x = x.

Uvazme libovolné feSeni o1 soustavy S. Z néj ndsledujicim postupem nezvysujicim
pocet zlomt ani celkovou délku feSeni odvodime feSeni o, soustavy S,. Nejprve od-
stranime ze soustavy S na zdkladé o vSechny prazdné proménné. V dal$im postupu jiz
budou vSechny proménné neprazdné. Pak v tomto feSeni vylomime oba vyskyty pro-
ménné x (pokud se tyto vyskyty pfed tim piekryvaly, tak je pokrdtime). Vzniklé dvé
rovnice tvaru x = ... ozna¢ime Ry, R; a orientujeme je tak, aby x bylo nalevo. Pokud by
byla prazdna proménna x, snadno vytvofime kyZenou rovnici R, tedy predpokladame,
Ze x jsme nesmazali a je neprazdné. Dale budeme budovat dva zakofenéné stromy rov-
nic, jejichZz kotfeny budou R; a Ry. Kazdy prvek stromu bude tvaru

y=...

pro néjakou proménnou y a druhy vyskyt proménné y bude na pravé strané rodice to-
hoto prvku. Tyto stromy budujeme jednoduse tak, ze v kazdém kroku vybereme pro-
ménnou Y, jejiz jeden vyskyt je v néjakém prvku stromu P a druhy vyskyt v je mimo
oba stromy. Vylomime tedy vyskyt v a rovnici ,y = ...” z toho vzeSlou zafadime do
stromu za prvek P. Takto postupujeme, dokud mtiZeme. Tedy na konci mdme soustavu
S, feSeni 0, a dva vyse popsané zakofenéné stromy s vrcholy na rovnicich S, takové,
ze kazd4 proménnd ma bud oba své vyskyty v téchto stromech nebo oba mimo né.
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Obrazek 3.3. Ukazka sestavenych stromti na zédkladé postupu v dtikazu

UvaZme soustavu S3 sestavajici pouze z rovnic téchto stromt — to je 2-soustava. Po
podosazovani vSech dosaditelnych rovnic v 83 dostdvame 2-soustavu R o jedné rovnici
jejiz obé strany se maji rovnat jiz redukované proménné x. Prvni poZadovand vlastnost
na soustavu R z tvrzeni je splnéna zfejmé, druha plyne z toho, Ze R ma nejvyse tolik
zlomti i rovnic, co soustava S. Zbyva ukézat tfeti vlastnost — tedy najit feSeni . Uvazme
nejkratsi feSeni o4 soustavy R a feSeni o3 jako feSeni soustavy Sz odvozené z oy. To
znamena

min(R) = o4 (R)| = 2|o3(x)].
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3.3 Co by stacilo pro jednoduse exponencialni mez — pokracovani

Nyni v feSeni o, pouZijeme u vSech proménnych soustavy S; hodnoty z feSeni
o3 namisto ptivodnich hodnot z 0. Tim dostaneme feSeni o), soustavy S, ve kterém
2o (x)] = min(R). Odtud jiZ jen zpétné odvodime feSeni soustavy S s touto vlastnosti. m

Disledek 3.36. Pokud bychom méli jednoduse exponencialni mez na nejkratsi délku fe-
Seni pro fesitelné 2-soustavy o jedné rovnici, méli bychom z véty i jednoduse expo-
nencidlni mez pro vSechny feSitelné 2-soustavy, tedy i pro vSechny fesitelné kvadratické
soustavy.

Dtsledek 3.37. Pokud bychom méli jednoduse exponencidlni mez na nejkratsi moznou
velikost nejkrat$i proménné v feSeni pro 2-soustavy o jedné rovnici, méli bychom na
zékladé opétovného vyuZiti tvrzeni i jednoduse exponenciadlni mez pro vSechny
feSitelné kvadratické soustavy.
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Kapitols QESY

SloZzitost feSeni kvadratickych soustav

PR

Tato kapitola ukazuje souvislost prace s vypocetni sloZitosti uréeni fesitelnosti kvadra-
tickych rovnic. Obé &sti této kapitoly vychézi z clanku [[1].

V4

4.1 Kvadratické soustavy jsou NP-tézké

Abychom ukazali, Ze feSitelnost kvadratickych soustav je NP téZky problém, pfevedeme
ji na NP-tiplny problém — existenci nezavislé mnoZziny v grafu. Ve zdroji [[1]] je ukazano
pro zménu pievedeni na problém 3-SAT v podobném duchu. Konkrétné ukazeme, ze
existuje algoritmus s polynomidlni sloZitosti, ktery dostane na vstupu graf a ¢islo k a na
zékladé toho sestavi kvadratickou soustavu, kterd je feSitelnd prave kdyz v grafu existuje
nezavisld mnozina velikosti k.

Algoritmus funguje takto:

Ozna¢me V mnozinu vrchold grafu, jeji velikost n a vrcholy budeme znacit po-
stupné vy, ..., v,. Sestrojime kvadratickou soustavu s dvoubodovou mnoZzinou konstant
¢ = {A, B}. Déle pro kazdy vrchol v zalozime proménnou a,, pro kazdou uspofddanou
dvojici (v, w) riznych vrcholt zaloZime proménnou b, ;. Nakonec jesté pouZzijeme né-
kolik proménnych, které se budou v soustavé vyskytovat pouze jednou — kazdy vyskyt
takové proménné budeme znacit symbolem *.

Pro kazdy vrchol v sestavime rovnici

B"A =byy, ... byy,a0%, (1)

dale pro kazdou neusporadanou dvojici vrcholt {v, w} (je jedno, jak ji uspofadame) za
pfedpokladu, Ze mezi v a w vede hrana, sestavime rovnici

B = by by k. (2)

Pokud mezi témito vrcholy naopak hrana nevede, sestavime dvojici rovnic

B = bv,w*a (3)
B = by,*.
A nakonec sestavime rovnici
k
A" =a,,a0y,..0,,. 4)

Pozorovani 4.1. Sestavend soustava je kvadratickd. Kazdé a, se totiz vyskytuje praveé
jednou v rovnici (4) a pravé v jedné rovnici (1), Podobné kazdé b, se vyskytuje v prave
jedné rovnici (1) a v jedné z rovnic (2) nebo (3). VSechny proménné znacené hvézdictkou
se v soustavé vyskytuji jen jednou.

Tvrzeni 4.2. Existovala-li v grafu nezavisla mnozina N velikosti k, pak je sestavena sou-
stava feSitelna.

Diikaz: Staéi volita, = A pro vSechnav € N a b, = Bprovsechnav e Naw € V. Ostatni
ay a by, volime prazdné. Proménné x vhodné doplnime bud prdzdné nebo totozné s le-
vou stranou rovnice. u
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4.2 Algoritmus pro ovéreni fesitelnosti rovnice s prfedepsanymi délkami

Tvrzeni 4.3. Je-li sestavend soustava feSitelnd, pak v grafu existuje nezavisla mnoZzina
velikosti k.

Diikaz: Oznaéme o feSeni soustavy. Na zakladé rovnic (1) mtZze kazdé o(a,) obsahovat
nejvyse jedno A. Dale podle rovnice|(4) se o(a,) mohou sklddat pouze z konstant A, proto
o(ay) = A projistou mnozinu N C V, zbyla o(a,) jsou prazdnd. Navic podle téZe rovnice
IN| = k.

UkaZeme, Ze N je nezavisla mnoZzina, uvazujme dva vrcholy v,w € N. Pak na z&-
kladé rovnice musi mit slovo o (byy,boy, - . . bye,) délku alespori n. Navic podle rov-
nic [(2) resp. |(3) je kazda proménna b, , nejvyse jednoprvkovd, proto pro vSechna x € V
je o(byx) = B a podobné i o(byx) = B. Tedy o(bywbwy) = BB a proto diky rovnicim
mezi témito vrcholy nevede hrana. ]

Pozndmka 4.4. Bylo by moZzné sestavenim jesté dalsi rovnice soustavu doplnit, aby se v ni
kazda proménna vyskytovala pravé dvakrat a pfesto aby spliiovala poZadované vlast-
nosti. Na druhou stranu pfedvedeny postup zna¢né vyuziva skutecnosti, Ze v soustave
nejsou rozrtiznéné konstanty, tedy neni jasné, zda i feSitelnost 2-soustav je NP-tézky
problém.

4.2 Algoritmus pro ovéfeni feSitelnosti rovnice s piede-
psanymi délkami

Pokud bychom dostali kvadratickou soustavu a v ni né€jaky typ, mohli bychom v lineér-
nim case vzhledem k délce tohoto typu ovéfit, zda existuje feSeni, ve kterém maji pro-
ménné onu pfedepsanou délku. JednoduSe najdeme protéjsek kazdé konstanty a ové-
fime, zda si stejné konstanty odpovidaji. Takovy postup by byl linearni vzhledem k délce
tohoto typu. UkdZeme ale, Ze je mozné postupovat jeste efektivnéji — totiz polynomialné
vzhledem k souétu délky soustavy a logaritmu délky typu.

Pozorovani 4.5. Pokud provedeme makro-operaci na soustavu S se smysluplnym typo-
vym homomorfismem ¢, ¢imZ vznikne soustava 7~ s typovym homomorfismem t,, bude
existovat feSeni soustavy S typu t, pravé kdyz bude existovat feSeni soustavy 7 typu t,.

Tvrzeni 4.6. Existuje algoritmus, ktery v polynomidlnim case vzhledem k velikosti
vstupu ovéfi, zda existuje feSeni dané soustavy S pfedepsaného typového homomor-
fismu t. Tento algoritmus na vstupu dostane soustavu S a pro kazdou proménnou x
jeji délku t(x) zapsanou ve dvojkové soustavé. Na vystupu odpovi zda piislusné fesSent
existuje nebo ne.

Drikaz: Popiseme algoritmus.

Nejprve ovéfime, zda je typ t smysluplny. Pokud ne, rovnou zndme negativni odpo-
véd. Déle tedy budeme pfedpokladat tuto vlastnost.

S délkami proménnych je mozné v polynomiadlnim ¢ase provadét aritmetické ope-
race, konkrétné sc¢itani, od¢itani, zbytek po déleni. Tedy i makro-operace je moZzné pro-
vadeét v polynomidlnim ¢ase vzhledem k aktudlni délce soustavy.

Na zacatku ze soustavy na zdkladé typu t smaZeme vSechny prdzdné proménné.
Dale budeme soustavu ménit pomoci makro-operaci, tedy prdzdné proménné se v ni jiz
neobjevi a hodnota vyroku ,existuje feSeni S typu t“ se nezméni. SoubéZzné se sousta-
vou upravujeme i typovy homomorfismus ¢ (pfesnéji algoritmus upravuje pouze typ,
na pojmenovavani pozic nema cas).

Algoritmus postupuje podle nasledujicich bod

1) Dokud existuji dosaditelné rovnice, dosazuj je. Dokud existuji eliminovatelné trivi-
alni rovnice, eliminuj je.
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4. Slozitost feseni kvadratickych soustav

2) Pokud je v rovnici trividlni rovnice A = B, kde A, B jsou rtizné konstanty, odpovéz,
Ze je soustava nefeSitelnd a ukon¢i ¢innost. Pokud v soustavé nezbyly Zadné rovnice,
odpovéz Ze je soustava fesitelnd a ukonci ¢innost.

3) Jinak najdi v soustaveé rovnici R, = (S, S;.1), pro niz je |t(S, )| nejvyssi mozné.

4) Uvaz index i = [|(Sy0)l/2] a vyskyt v = Z;1 (25,

5) Je-li @ (v) proménnd a mé-li v t netrividlni piekryv, pokrat jej.

6) Vylom vyskyt v.

7) Vrat se na bod (1).

Algoritmus zfejmé skonci a odpovi spravné, vzhledem k tomu, Ze sniZuje délku ty-
pového homomorfismu a provadi se soustavou, co do existence feSeni pfislusného typu,
ekvivalentni ipravy.

Zbyva sirozmyslet, Ze tento algoritmus skutecné bézi v polynomidlnim ¢ase. Snadno
nahlédneme, Ze kazdy krok skute¢né probiha v polynomidlnim ¢ase vzhledem k aktu-
alni délce soustavy a souctu logaritmti délek proménnych. Tato velikost v priitbéhu mtze
riist, nicméné je moZné ji polynomidlné omezit vzhledem k tomu, Ze nezvySujeme pocet
zlomt ani soucet délek vSech proménnych a po kazdém kroku (1) nemame v soustavé
zadné trividlni rovnice.

Cyklem algoritmu ozna¢me postupné provadéni krokd od bodu (1) po bod (7).
Zbyva ukazat, Ze pocet cyklt algoritmu je moZzné polynomidlné omezit.

Pro soustavu S s typem t a pfirozené ¢islo n ozna¢me (t(S))), jako pocet rovnic
S0 = Sra, pro které plati £(S, o) < n.

Nakonec pfi kazdém provadeéni kroku (3) cyklu najdeme nejvyssi k, pro které plati
(SN > 0 a nazvéme jej sloZitosti typu.

Pro dokonceni diikazu staci jiZ jen nékolik pozorovani:

e Slozitost typu na zacéatku je linedrné omezend délkou vstupu.

V kazdém kroku (3) je (S)),+ mensi nebo rovno poctu zlomii vstupni soustavy.

e Rovnice vznikajici v kroku (6), které nejsou dosaditelné, budou mit v typu t nejvyse
polovi¢ni délku oproti R,, ze které vznikly.

e Slozitost k aktualniho typu tak neroste, a za pfedpokladu, Ze zlistane stejna, se ((S))o«
snizi o jedna.

Maéame tak polynomialni omezeni na pocet cyklti mezi jednotlivymi sniZenimi slo-
zitosti a soucasné polynomialni omezeni na pocet téchto sniZeni tedy i polynomialni
omezeni celkového ¢asu béhu algoritmu. ]

Dissledek 4.7. Pokud plati hypotéza o jednoduse exponencialni mezi, je feSitelnost
kvadratickych soustav NP-tiplny problém. Nedeterministicky algoritmus bude pracovat

tak, Ze uhodne typ nejkrat$iho feSeni a nasledné v polynomidlnim ¢ase ovéfi, ze opravdu
existuje feSeni daného typu.

Pozndamka 4.8. Uvedeny algoritmus ma pfi diikladnéj$im zkoumani kvadratickou slo-
Zitost, zdroj ] uvadi dokonce algoritmus bézici v linedrnim ¢ase na zakladé optimali-
zované volby rovnic, které ldmeme. Ve snaze o vy$si pfehlednost zde predvadime algo-

ritmus pomalejsi, avSak co se tyc¢e dtisledku zcela postacujici.
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Kapitola QSR

O jisté konkrétni palindromické rovnici

Ucelem této kapitoly je poskytnout sadu (proti)ptikladti a na konkrétn{ rovnici demon-
strovat, jak se kvadratické rovnice mohou chovat. Pfedvedeme soustavu a jeji exponenci-
alné velké feSenti, které je c-minimdlni i [-minimdlni. Kdyby bylo nejkratsi, méli bychom
vyvracenou hypotézu nicméné takové neni.

Definice 5.1. Pro dané n € N definujeme 2-soustavu Pal,, o jedné rovnici jako
Ap1X0An—2X1 ... AoXp-1 = Xp_1AoXn—2A1 ... X0An-1,

kde Ay, ..., A,-1 jsou konstanty a xo,...,x,-1 jsou proménné. Déle definujeme PalSol,
jako feSeni, ve kterém je proménnd xo prazdna a pro ostatnii € {1,...,n — 1} je

PalSOln(Xi) = PalSoln(xi_lAn_ixi_1).
Pozorovani 5.2. Zobrazeni PalSol, je opravdu feSenim rovnice Pal, a mé délku 2(2" —1).

Az Ay Aq Ao
|x0| X | bY) | X3
Vool [ /
Az Ay Az A Az Ay AR Az Ay A3 Ay Az Az Az

/A3 Ay A3 1Ay Az As As -/ Az Ap As\A1/A3\A2AA3

\
| X2 | X1 | X0 |
Ag Aq Ay Az

X3

Obréazek 5.1. Rovnice Paly s feSenim PalSoly

Pozorovani 5.3. Pro n > 3 neni PalSol,, nejkratsim feSenim, mtizeme totiz definovat fe-
Seni o délky 4n jako
a (xl-) = Ai.

5.1 Mikro-chovani Pal,

Tvrzeni 5.4. Pro libovolné n je feSeni PalSol,, [-minimélni. Dokonce, uspofddame-li feSeni
o abecednim uspofddanim podle n-tic

(lo(xo)l, lo(x ), - . ., o (Xu-1)D),

bude PalSol, nejmensi v tomto uspotadani.

Diikaz: Staci ukazat druhou ¢ast tvrzeni, prvni z ni okamZité plyne. DokdZeme to in-
dukci podle n, pro n = 1 tvrzeni zftejmé plati. Uspofddani na feSenich z tvrzeni nazvéme
l-abecedni a pro n > 2 uvazme fe$eni omin, které je nejmensi v I-abecednim uspofadani.
Vzhledem k tomu, Ze PalSol,,(x¢) je prazdné musi i 0'min(Xo) byt prazdné. Uvazujme tedy

29



5. O jisté konkréetni palindromické rovnici

soustavu R, kterd vznikne z Pal,, smazdnim proménné x. Reseni PalSol,, (x0) i 0min je tak
mozné vnimat jako feSeni R.

Dale uvazujme obecné feSeni o soustavy R. DokdZeme (zanofenou) indukci, Ze pro
vSechnai € {1,...n — 1} je o(x,) neprazdné a navic o (x,)[0] = Aj-1.

(i) UvaZme (jednoznacné urceny, na pravé strané rovnice) faktor pozic F délky 2, pro
ktery @Z;l (F) = Ay,2A,-1. Jeho protéjSek je na levé strané a musi v ném leZet né-
jaky zlom. Jediny moZny zlom je ten mezi vyskytem konstanty A, a proménné x1,
protoze levy vyskyt proménné A,_; je v levé strané prvni. Proto x1[0] = A,—1.

(ii) Pfedpoklddejme x;[0] = A,-1 a uvaZme (jednoznaéné urceny, na pravé strané rov-
nice) faktor pozic F délky 2, pro ktery @Z;l (F) = An—2-ix;. Jeho protéjsek je na levé
strané a musi v ném leZet néjaky zlom. Jediny mozny zlom je ten mezi vyskytem kon-
stanty A,_»_; a proménné x;,1, protoZze ¥, (F) = A,»-iA,-1 alevy vyskyt proménné
Apn-1 je v levé strané prvni. Mame tak i x;,1[0] = A,-1.

Obdobné shleddme, Ze kazda proménna musi konstantou A,_; i kondit.

Nyni, kdykoli vezmeme libovolny faktor pozic F délky dva, musibytjeho protéjskem
néjaka dvojice pozic pq, o které jsme jiz zjistili, ze pravé jedna z konstant 7%, (p) , 7¥.- (q)
je Ay-1. Tedy i pravé jedna z konstant ve slové ¥, (F) je A,—1. Z toho plyne, Ze konstanta
Ay-1je v feSeni ,na stfidacku”. Presné€ji pro kazdé i € {1,...,n — 1} je lo(x;)| liché a navic
pro kazdé k € {0, ...|o(x;)| — 1} je o(x;)[k] = A,, pravé kdyZ k je sudé.

PopiSeme bijekci zachovévajici [-abecedni usporddani mezi feSenimi rovnice R a fe-
Senimi rovnice Pal,_;. Tim z indukéniho predpokladu piejde feSeni omin na PalSol,_
(¢i prinejmensim na néco se stejnymi délkami konstant jako PalSol,_;, avSak vime, ze
I-minimalni feSeni jsou délkami konstant jednoznacné urcena). K vitézstvi pak staci, ze
i PalSol, tato bijekce zobrazi na PalSol,,_;.

Postup je jednoduchy. Z feSeni o- odstranime vSechny pozice konstanty A,,_; a taktéz
ze soustavy R odstranime oba vyskyty této konstanty. Tim dostaneme feSeni o sou-
stavy R’, Snizenim indexu u kazdé proménné x; o jedna dostdvame rovnici Pal,,_; spolu
s néjakym jejim feSenim.

Toto zobrazeni je bijekce, protoZze mé jednoznac¢né uréeny zpétny krok — konstantu
Ap-1 do feSeni opét ,na stfidacku” vratime. Dale skutecné zachovéva l-abecedni uspo-
fadani, protoze délku kazdé proménné upravi rostouci funkci f(n) = (n — 1)/2 a ani
naslednym posunutim indext nezméni vzdjemné potadi proménnych. Ze i PalSol,, se
zobrazi na PalSol,_; je mozné snadno ovéfit porovnanim délek proménnych v p¥islus-
nych feSenich. [
Tvrzeni 5.5. Existuje redlna konstanta ¢ > 0 a nekone¢né mnoho neisomorfnich fesitel-
nych 2-soustav S o jedné rovnici, pro které plati min S > ¢|S[.

Diikaz: Za soustavy S volime rovnice Pal,, s nasledujicimi dvéma tpravami:

e SmaZeme proménnou Xo.
e Konstantu A,_; nahradime posloupnosti konstant B1B; ... B,,.
Tyto soustavy jsou Fesitelné — staéi v feSenich PalSol,, provést patficné nahrazeni kon-
stant. Déle diky tvrzeni existuje nejkratsi nestépici feSeni, ozna¢me jej o. Jak bylo
ukazano v dtikazu pfedchoziho tvrzeni, musi kazdd proménnd xy, ..., x, za¢inat na

By ...B,. Toto feSeni m4 tedy velikost alespori 12, zatimco délka soustavy je3n —2. m

5.2 Makro-chovani Pal,

Tvrzeni 5.6. Pro libovolné 7 je feSeni PalSol,, c-minimélni. Dokonce, uspofaddme-li fe-
Seni o~ abecednim uspotfddanim podle n-tic

(|0-(Paln)|A0, |0'(Paln)|A1, - |O'(Paln)'An_1)
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5.3 Mozné vylepseni — pfidani podminek

bude PalSol,, nejmensi v tomto uspotadani.

Driikaz: Sta¢i ukazat druhou ¢ast tvrzeni, prvni z ni okamzité plyne. DokdZeme to in-
dukci podle n, pro n = 1 tvrzeni ztejmé plati. Uspofddani na feSenich z tvrzeni nazvéme
c-abecedni a pro n > 2 uvazme feSeni omin, které je nejmensi v c-abecednim usporadani.
Vzhledem k tomu, Ze | PalSol,(Pal,)ls, = 2, musi i |[omin(Paly)la, = 2. Obé pozice kon-
stanty Ao tak maji v feSeni omin stejny index. UvaZujme tedy soustavu tfi rovnic S, kterd
vznikne vyfiznutim konstanty Ay (je jedno, kterého vyskytu). Trividlni rovnici Ay = A
muZzeme eliminovat bez vlivu na c-abecedni uspofddani.
Zbyva soustava

Ap1X0An2X1 ... A1Xy2 = X1, Xpo1 = Xp2A1Xp3A0 . XA 1.

Dosazenim proménné x,,_; zbude soustava R, kterd je aZ na posunuti indexti u konstant
shodna se soustavou Pal,,_;. Navic, mame-li obecné feSeni o soustavy S a oznacime-li o’
odvozené feSeni rovnice R, bude pro libovolnéi e {1,...,n -1}

lo(Pal,,)la, = 2lo”(Paly)la,.

Proto omin po dosazeni odpovida nejmensimu feSeni Pal,,_; v c-abecednim uspofadani,
tedy PalSol,,_. Zpétnym krokem dostaneme PalSol,;, coZ jsme chtéli dokéazat. [

Tvrzeni 5.7. Pro kazdé feSeni o rovnice Pal,, ze kterého nelze odstranit neprdzdnou
mnozinu pozic, plati:

e Existuje praveé jedna konstanta A;, pro kterou |o-(Pal,)|a, = 2.
e Pro vSechny ostatni konstanty A; je |o(Pal,)|4, délitelna ¢tyFmi.

Diikaz: Pfedpokladdme n > 2, pro n = 1 je tvrzeni splnéno trividlné.
Diky palindromicité rovnice Pal, musi v feSeni o existovat pfekryv proménnych
nebo dvojice vyskyttl v, w jedné konstanty A;, pro které plati

Zy (V)ﬁ =Zs(w).

Prvni moZznost nenastane diky tvrzeni nastane druhd — mizeme tedy na zdkladé o
vylomit vyskyt v. Eliminujeme trividlni rovnici A; = A; a zbudou dvé rovnice Ro, R;.
Zbyva si vS§imnout, Ze mnozina vSech konstant a proménnych levé strany rovnice Ry
je totoznd s mnozinou vsech konstant a proménnych pravé strany rovnice R;. Z toho pro
libovolnou konstantu A # A; je [0(Ro)la = |o(R1)la, tedy celkem je |o(Pal,)|s délitelné
Ctyfmi. n

5.3 Mozné vylepSeni — pfidani podminek

Samotna rovnice Pal, jako kandidat na , protipfiklad na polynomidlni mez pro feSeni
kvadratickych rovnic” neobstoji. Jakkoli je PalSol, v jistych pohledech optimélni, ne-
brani se rovnice feSeni s linedrni délkou. Sice v minimélnich feSenich rovnice musi byt
konstanta, kterd ji déli na dvé, a proménna, ktera méa nulovou délku, ale nic rovnici ne-
nuti, aby délici konstanta byla pravé Ay a prazdna proménna praveé xq. S touto motivaci
rovnici Pal, drobné vylepsime.

Definice 5.8. Soustavou s podminkami rozumime soustavu rovnic na slovech a dodate¢ny
seznam podminek tvaru ,proménnd x musi obsahovat konstantu A”. Pfitom proménné
se v seznamu nesmi opakovat a nemusi se pouZit viechny. Re§enim soustavy s podmin-
kami pak rozumime takové feSeni, ve kterém navic proménné spltiuji zadané podminky.

Tvrzeni 5.9. Pro danou kvadratickou soustavu s p podminkami S existuje kvadraticka
soustava S, (bez podminek), kterd spliuje
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5. O jisté konkréetni palindromické rovnici

e min(S;) = min(S),
e |So| <[S|+4p.

Diikaz: Na zdkladé podminky , proménna x musi obsahovat konstantu A” nahradime
vSechny vyskyty proménné x trojici x;Ax,, kde x1, x2 jsou proménné nové zaloZené pro
kazdou podminku. ]

Pozorovani 5.10. Regeni PalSol,, je feSenim soustavy Pal, s podminkami ,proménna x;
musi obsahovat konstantu A,,_;“ proi € {1,...,n-1}.

Hypotéza 5.11. Velikost nejkratsiho feSeni soustavy s podminkami z pfedchoziho pozo-
rovani neni mozné polynomidlné odhadnout.

Poznamka 5.12. Ani s takovymi podminkami neni nutné feSeni PalSol,, nejkratsi. Napii-
klad velikost feSeni PalSols je 31, zatimco nejmensi velikost feSeni rovnice Pals s tako-
vymi podminkami je 27 (strojové ovéfeno). Toto feSeni je vyobrazeno na obrazku .

X0 X1 X2 X3 X4

A4.A3|Aa-A4A4-A3IA2Z3-A4-A3A2A3-A4EEA4.A3A3.A4

X0

AJAA; AR AR A AT A3 As A3 A A A3 As AT A BB AJAT A3 AT As
X4 X3 X2 X1

Obrazek 5.2. Obrazek demonstrujici, Ze ani po pfidani podminek k rovnici Pals nemusi

byt PalSols nejkratsi feSeni.

Poznamenejme, Ze v zobrazeném feSeni neni Zadna proménnd prazdnd, ani zddna
konstanta pouze dvakrat — to proto, Ze tu mdme vedle sebe dvé konstanty A3 a pro-
ménné x3 se prekryvaji. AvSak pokud bychom odstranili mnoZinu pozic na zakladé tvr-
zeni proménna x, by se stala prazdnou a nespliiovala by podminku na obsahovani
konstanty Az. Podobné, pokud bychom pokratili proménnou x3, pfestala by obsahovat
konstantu A,.
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Kapitola QN

Dualita mikro a makro pfistupu

Posledni kapitola je mirné poetictéjsiho raZeni nezli pfedchozi. Nabizi spiSe pohled na
véc nez konkrétni feSeni konkrétnich problémti. Ctenéf, ktery si pfeje matematicky text
v zabéhanych kolejich, by ji mohl byt mirné zaskocen. Nicméné kapitola objastiuje po-
dobnost mikro-pfistupu a makro-p¥istupu pro balancované 2-soustavy.

6.1 Motivace a intuice

Jak je patrno z pfedchozich kapitol @, a E, postupy v mikro-pfistupu jsou v jistém
smyslu analogické k postuptim v makro-p¥istupu, jakkoli oba p¥istupy vzesly ze zna¢né
odlinych tvah. Tabulka él zobrazuje pojmy a tvrzeni z obou kapitol, které si odpovi-

daji.
mikro-pfistup makro-pfistup
délka proménné |o(x)| pocet pozic konstanty [o7(S)|a
l-uspotadani c-uspofadani
c-uspofadani l-uspotddani
prazdna proménna konstanta s pouze dvéma pozicemi
pocet proménnych pocet zlomu
konstanty rovnice
slepené konstanty trividlni/dosaditelna rovnice
slitf konstant dosazeni rovnice
vepsdni a rozrtiznéni konstanty ~ rozptileni proménné
opakujici se konstanta prekryv

tvrzeni tvrzeni

Tabulka 6.1. Intuitivné dudlni pojmy na zdkladé mikro/makro analogie

Tato kapitola vysvétluje, kde se zde tato dualita bere pro balancované 2-soustavy

zavedenim pojmu 2D rovnice — objektu podobnému balancovanym 2-soustavdm, avSak
se zaménitelnymi rolemi konstant a proménnych.
Poznidmka 6.1. ReSeni o balancované 2-soustavy S je monoidovy homomorfismus
(¥s U €s)" — g zachovévajici konstanty. Na zékladé néj miiZzeme zavést ,dudlni
feseni” o7 jakozto homomorfismus (¥s U €s)" — 7§ zachovévajici proménné. Pritom
pro libovolnou konstantu A a jeji levy vyskyt v definujeme slovo z proménnych

ol(A) = 0Z] (Zy P PZ, (Zy (V) BYB)) . .. OZ;H (Zor (V) BB BY)) .
Zajisté tu existuji podminky, které dudlni feSeni musi spliiovat. Zjistime, Ze jsou
v podstaté analogické opét balancovanym soustavam.

6.2 2D rovnice

V definici @ a @ je zavedena 2D rovnice a jeji feSeni jako abstraktni algebraicka struk-
tura. Pro ¢tendfe mtiZe byt nicméné uZzite¢né tyto definice ilustrovat nejprve tteba nasle-
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6. Dualita mikro a makro pfistupu

dujici pfedstavou. MnoZzina X v feSeni je kone¢na mnoZina stejné velkych ¢tvercovych
dlazdic rozmisténych (vicemén¢) do ¢tvercové sité. Virtudlni chodec vzdy najedné dlaz-
dici stoji a mtize udélat krok na jih (v), na vychod (»), na sever (a) nebo na zdpad (<) a
tim se dostane na sousedni dlazdici. Jeho kroky jsou vratné, tj. napiiklad po kroku a
nésledovaném v se dostane tam, kde byl na za¢atku. Mfiz dlaZzdic neni ohrani¢ena, tj.
pokud chodec bude kracet dostate¢né dlouho tfeba jen na sever a nenarazi na piekazku
(viz niZe tzv. sloup), dostane se po kone¢né krocich tam, kde byl na zacatku, protoze
mnozina dlazdic X je konec¢na.

Obcas je v tomto svété misto nékteré dlazdice ¢tythranny sloup o zdkladné shodné
velikosti, jako dlazdice. Ma-li chodec tésné pfed sebou sloup a udéla krok smérem ke
sloupu, posadi se na sténu, kterou pfed sebou vidi. Dalsi krok stejnym smérem nema
povolen. MtiZe ale odbocit doprava, doleva nebo se vratit. Kroky témito sméry realizuje
v tomto pfipadé stejné, jako kdyby stdl na zédkladné sloupu a Zadné stény mu nepte-
kaZzely. Pfedstavme si, Ze tfeba tésné na sever od chodce je osamoceny sloup. Krok a
zptisobi, Ze se chodec posadi na jizni sténu sloupu. Nasledujici krok 4 nema chodec po-
volen. Ale tfeba krok » ho zavede na dlazdici tésné na vychod od sloupu a pokud poté
provede <, usadi se na vychodni sténu sloupu.

Pokud chodec provede tfeba 6 krokti na sever, déle 6 krokti na vychod, dale 6 krokt
na jih a nakonec 6 krokt na zapad, dostane se do stejného mista, jako byl, pokud jeho
cesta neobesla né¢jaky sloup. Sloupy maji v sobé bludné kofeny, které zavedou chodce
po obejiti sloupu do jiného mista ¢tvercové sité, nez byl. Kazdy sloup ma své magické
¢islo k, které znaci, Ze nutné sloup k-krat obejit, aby se chodec vratil tam, kde byl. Sloup
tedy typicky nemad jen 4 stény, ale 4k vzdjemné rtznych stén.

Ry —— @ .
N M- SR IS P P
e b R -
L _ql_ﬁ _____ S :

Obrazek 6.1. Umeélecké ztvarnéni svéta feSeni 2D rovnice, ¢tverecky znadi sloupy, pun-
tiky priiseciky cest od sloupiti

V nésledujicich definicich 2D soustavy a jejtho feSeni se pouzivaji pojmy, které Ize
ilustrovat vyse uvedenou pfedstavou takto:

e 67, V", ¢", ¥ jsou postupné mnoziny vsech jiznich stén, vychodnich stén, sever-
nich stén a zdpadnich stén vSech sloupfi.

e Je-lia € €7, pak posleme chodce z mista a tak, Ze déla jen kroky jiznim smérem tak
dlouho, az narazi na severni sténu néjakého (tfeba jiného) sloupu. Tato severni sténa
je znacena ¢(a). Podobné mtizeme chodce poslat z prvku mnoziny # ” na vychod,
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6.2 2D rovnice

z prvku mnoZziny ¢ na sever a z prvku mnoziny ¥ na zapad. Zobrazeni ¢ najde
vzdy sténu na konci této cesty, tedy pfimo viditelnou sténu danym smérem.

e Pro dvé dlazdice a,b plati, Ze a = b, pravé kdyz a = b. Pro dvé stény sloupu a, b plati
a ~ b, pravé kdyZ se rovnaji, nebo spolu sousedi na stejném sloupu (napiiklad jizni
sténa sloupu sousedi s vychodni). Retizek téchto sousedt ma postupné rtizné prvky
zmnozin 6", V>, ¢*, ¥ a pro jeden sloup ma délku 4k.

e Zobrazeni my (projekce k zdpadu) zobrazi vSechny dlazdice spole¢ného fadku do
stény sloupu, kterou na zapadé tento fadek kondi.

® Zobrazeni ny je projekce k severu a je analogickd k 7y .

Souvislost této predstavy s balancovanymi 2-soustavami je vysvétlena v tvrzeni .

Definice 6.2. 2D rovnici rozumime uspofddanou Sestici
v > A <
((5 1) /y ) (g 1) /V 1) ‘707 z)9

kde prvni ¢tyti prvky jsou koneéné neprazdné disjunktni mnoziny, ¢ je sama k sobé
inverzni bijekce mnoziny (¢~ U > U™ U 7) do sebe, ~ je symetrick4 reflexivni relace
na té samé mnozin€, a navic plati nasledujici poZadavky.

e Bijekce ¢ ,posild na opacny konec”, tedy

e Proa e %" je p(a) € €*,
e Proac V" jeg(a) e V7,
e Proa e ¢* je pa) € €7,
e Proae ¥ jeg@) e ¥v”,

® Proae¥’

existuje pravé jedno b € ¢ splitujici b ~ a, konkrétné je b = a,
e existuje pravé jedno b € ¥~ spliiujici b ~ a,

* existuje pravé jedno b € ¥ spliiujici b ~ a,

e neexistuje zadné b € €*, které by spliiovalo b ~ a.

e Predchozi bod plati i pro zbylé 3 orientace Sipek (tj. kdyz se ctvefici mnoZzin
(€*,7",¢7,7") provadime cyklické zameény).

Z historickych dtivodd budeme prvkéim mnoziny ¢ fikat konstanty a prvkim
mnoziny ¥~ budeme ¥kat proménné. Tato terminologie vyplyne z podkapitoly @

Definice 6.3. Velikosti 2D rovnice rozumime celkovy pocet proménnych a konstant, tedy
€7+ 77 =277,

Definice 6.4. Resenim 2D rovnice rozumime sedmici
(X7 ﬂ-(ga 7T7/7 Va >’ A7 4)7

kde X je kone¢na mnoZina, m¢, 1y jsou zobrazeni a v, », 4, < jsou postfixové znacend zob-
razeni. Roz8ifme relaci ~ jakoZto minimdlni reflexivni je$t€ na mnozinu X. ReSeni pak
musi splfiovat jesté nasledujici podminky.

e Vyse uvedend zobrazeni jsou definovédna s témito defini¢nimi obory a obory hodnot:

ey  (XUPYPUYYH - VP,
ety  (XUETUE) - €7,
XUt U UYP) - (XUEh),
XU PPUET UEH) - (XU,
(XU UPTUTYH) - (XUEY),
(XUPTUCrUET) - (XU

A > Vv J
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6. Dualita mikro a makro pfistupu

e Nechtx e (XU¥%Y U¥>U%* u¥T). Kdykoli je definovano
y )

o xv, plati xva ~ x,
7
e x>, plati x>< = x,
e xa, plati xav = x,
e x<, plati x<> ~ x,
e xv, plati xvea<v = xv.

e Zobrazeni my splituje podminky:

o pro vechnaa € ¢” je ny(a) = a,
e pro vechna a € €* je n¢(a) = ¢(a),
e pro vechna x € X U € je ng(x) = mp(xa).

® Zobrazeni ny splituje podminky:

e provsechnaa € ¥” je y(a) = a,
e pro viechnaa € ¥ je my(a) = ¢(a),
e pro viechna x € X U ¥ je my(x) = 1y (x<).

Velikost feSeni chdpeme jako mohutnost mnoziny X.

Pozndamka 6.5. Z hlediska naseho virtudlniho chodce je 2D rovnice ddna jako mnozina
sloupti spole¢né s tim, které dvojice stén sloupti jsou vzdjemné viditelné, coz urcuje zob-
razeni ¢. Dlazdice mezi sloupy zatim mezi sloupy chybéji.

Regeni 2D rovnice je pak vydlazdéni prostoru mezi sloupy tak, aby se po dlazdicich
mohl zacit chodec prochédzet predepsanym zptisobem. Zadané dvojice viditelnych stén
museji byt spojeny kone¢nou posloupnosti dlazdic v jediném sméru (severojiZznim nebo
zépadovychodnim).

Definice 6.6. Je-li ddna 2D rovnice R a jeji feSeni o, tak dudlni rovnici s dudlnim fesenim
znagime RT, o7 a vyrobime je

e vyménou mnozin " a ¥”,

- M ~ . < A

e vyménou mnozin ¥~ a ¢,

e vyménou zobrazeni s a wy,

e vyménou zobrazeni < a 4,

e vyménou zobrazeniv a ».

Pozndmka 6.7. Definice duality vyuZiva toho, Ze struktura feSeni 2D rovnice je symet-
rickd vzhledem k severojiznimu a zdpadovychodnimu sméru. Tato myslenka je pouZzita

v dtakazu tvrzeni .

Definice 6.8. Bud 2 proménnd nebo konstanta 2D rovnice R, tj.a € €° U ¥”. Uvazujme
né&jaké feSeni této 2D rovnice
O- = (X’ 71-(6)’ 7T"f/7 V’ >’ A’ <)'

Pak pocet prvki x € X, pro které je m4(x) = a nebo ny(x) = a nazyvame délkou a v feseni
o a znac¢ime |o|,.
Definice 6.9. 2D rovnici s vynucenymi nulami rozumime dvojici (R, &), kde

R=(¢", V", €1, ¢,%)
je 2D rovnice a & € €7 U ¥”. Refenim takové 2D rovnice s vynucenymi nulami pak
je takové feSeni o 2D rovnice R, které spliiuje Va € & : |o|, = 0. Podobné jako v pii-

padé rovnic na slovech definujeme min((R, &) jako nejmensi moznou velikost FesSeni
piislusné 2D rovnice s vynucenymi nulami, pokud feSeni existuje.

Poznamka 6.10. Pokud bychom chtéli veli¢inu, kterd by odpovidala pocétu zlomu
v makro pfistupu ¢i po¢tu proménnych v mikro p¥istupu a vyjadfovala by, nakolik je
zbyvajici 2D rovnice s vynucenymi nulami rozsahld, je vhodné zvolit pocet vSech dvojic
(x,A), kdexe ¥> U ¥, Ae €’ UE”, platix ~ A a pfitom ani x ani A nelezi v &.
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6.3 Souvislost s balancovanymi 2-soustavami

Tvrzeni 6.11. Uvazujme balancovanou 2-soustavu S takovou, Ze v ni nejsou nikde po
sobé dva vyskyty proménné. Pak existuje 2D rovnice

R=E", V", €7V, 0,%),8)

a bijekce ¢ z feSeni soustavy S do feSeni 2D rovnice R s vlastnostmi

e ¢'\& =175,

[ ] 7/> \ &= (53,

° [ENTE|=(SY,

o &NV =1Cs| - 75l + (SN,

e pro kazdé feSeni o soustavy S plati

e Vx € Vs tlo(0)] = 1§y,
* VA € Cs 1 |o(S)la = 2(1€(0)la + D).

Diikaz: ZaloZime za kazdou rovnici novou konstantu a tuto konstantu pfidame na kazdy
konec a zacatek kazdé strany této rovnice (tedy takové konstanty se budou v soustavé
vyskytovat ¢tyfikrat). Dale do soustavy S pfidame proménnou mezi kazdé dva vyskyty
konstanty, které jsou tésné vedle sebe. VloZeni novych proménnych mtizeme provést jak-
koli, abychom kazdou novou proménnou pfidali do soustavy dvakrat, na rtizné strany.
Nové vzniklou soustavu nazveme S,. MnoZiny konstant resp. proménnych 2D rovnice R
budou mnoZinami konstant resp. proménnych soustavy S,, pfitom mnoZina & se bude
skladat z novych proménnych a soustav.

Mnoziny ¥, ¢* budou disjunktni kopie mnozin ¥, ", spojené bijekci ¢. Nakonec
relaci ~ definujeme takto

e Pro A € €7,x € ¥” definujeme A ~ x, pravé kdyZ na levé strané né&jaké rovnice
soustavy S, je vyskyt konstanty A tésné pfed vyskytem proménné x.

e Prop(x) € V7, A € €7 definujeme x ~ A, pravé kdyZ na levé strané n&jaké rovnice
soustavy S, je vyskyt proménné x tésné pred vyskytem konstanty A.

® Pro ¢(A) € ¢*,x € V" definujeme A ~ x, pravé kdyZ na pravé strané néjaké rovnice
soustavy S je vyskyt konstanty A tésné pied vyskytem proménné x.

e Pro p(x) € 77, p(A) € ¢* definujeme x ~ A, pravé kdyz na pravé strané né&jaké
rovnice soustavy S, je vyskyt proménné x tésné pred vyskytem konstanty A.

Bijekci ¢ definujeme nésledovné. ReSeni o soustavy S interpretujeme jako fe-
Seni o, soustavy S, ve kterém budou nové proménné prazdné. Sestrojime feSeni
&) = (X, g, 7wy, v, >, 4, <) takto:

e mnozina X se sklad4 z téch pozic p € 25272, pro které je ®Z;! (p) € ¥s,.
e pro x € X definujeme

e g (x) = 0o (x),

o my(x) = BZ;' (x),

o x> =x+1,jeli ®Z;} (x + 1) € ¥s,, v opacném piipadé je x> = ¢(ry(x)),

e x<=x—1,je-li x> = my(x), v opalném ptipadéje x< € ¥,

o xv = xBy, je-li ©Z_! (xBy) € ¥s,, v opaéném piipadé je xv = p(m4(x)),

o xa = xypB,je-li @Z;l (xyB) € Vs,, v opacném piipadé je xa = my(x),

Hodnoty zobrazeni ng, 7y, v,5,4,< na mnoziné ¢° U ¢* U 7> U ¥~ jsou timto jiz

jednoznac¢né urcéeny, aby se jednalo o feSeni 2D rovnice. Peclivy ¢tendf snadno ovéfi, ze

takto vznikne feSeni 2D rovnice R, Ze definované zobrazeni ¢ spliiuje podminky, které
jsou na n¢j kladeny a Ze se jedna o bijekci. (]
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Pozndamka 6.12. Z obecné feSitelné balancované 2-soustavy mtiZeme vyrobit 2-soustavu
spliujici podminky pro pfevedeni na 2D soustavu tak, Ze na zdkladé nejmensiho feSeni
vepiSeme konstantu na konec kazdé proménné.

Balancované 2-soustavy tedy umime pfevadét na 2D rovnice s vynucenymi nulami.
Nabizi se otdzka, nakolik jsou 2D rovnice s vynucenymi nulami obecné&j$im pojmem,
tedy jestli je mozné, aby 2D rovnice s vynucenymi nulami méla mnohem vét$i mini-
malni feSeni neZ balancované kvadratické rovnice. Ve skute¢nosti to mozné neni, tedy
2D rovnice a balancované rovnice jsou ,,skoro ekvivalentni”, jak ukazuje nasledujici tvr-

zeni.

Tvrzeni 6.13. Bud R = (€7, %", 6%, ¥, ¢,~),&) fesitelnd 2D rovnice s vynucenymi
nulami a 7 = (X, ¢, s, v, », 4, <) jeji feSeni, které spliiuje

VxeX:dieN:xp) ey .

Pak existuje feSitelnd balancovana 2-soustava S a zobrazeni ¢ z mnoziny vSech feSeni
soustavy S do mnoZiny v8ech feSeni 2D rovnice R spliiujici

o 67 \& = (53,

o VT\ECYs,

o Vsl =177\ &E1<167),

e existuje feSeni o soustavy S, pro které je o =7,
e pro kazdé feSeni o soustavy S plati

e pro kazdou proménnou x € ¥” \ & je lo(x)| = &)l ,
o pro kazdou konstantu A € €7 \ & je [0(S)|a < 2(1E(0)|a + 1).

Diikaz: Na zékladé 2D rovnice R budeme budovat slova nad abecedou (¥” U¢")*. Vzdy
zatneme prvkem A; € ¢”, nésledujeme jedinym prvkem x; € ¥”, pro ktery A; ~ x;.
Dalsi znak, ktery do slova napiSeme, je jediny A, € €7 splitujici ¢(x1) ~ Ay, pokracujeme
xp € ¥” splitujici Ay ~ xy, atd. Skonéime v okamziku, kdy bychom do slova méli opét
napsat symbol A;. MnoZzinu v8ech slov, které takto mohou vzniknout, ozna¢me L a dale
oznacme jako L mnoZinu Ly vyfaktorizovanou podle cyklické zdmény. Kazdy symbol
mnoziny ¥” U %" se vyskytuje v pravé jednom prvku L.

Stejnym zptisobem sestrojime mnozinu Ry a R, pouze s tim rozdilem, Ze misto A; = x;
resp. x; # Aj;1 budeme vyzadovat ¢(A;) = x; resp. x; = @(Ais1).

Mnozina L reprezentuje levé strany v soustavé, mnoZina R pravé. Je vSak tfeba je
sparovat a k tomu vyuZijeme feSeni 7. Prvek | € L sparujeme s prvkem r € R, pravé kdyz
existuje x € [, a i € Ny takové, Ze v feSeni 7 plati xv(»)' € r. Takto zavedené sparovani je
bijekci mezi prvky R a prvky L.

Nyni z kazdého tohoto paru (I, r) sestrojime rovnici, nejprve zvolime jejich repre-
zentanty Iy € Lo, 79 € Ro. Pokud se ve slovech I vyskytuje néjaky symbol A z mnoziny
& N €Y, volime Iy tak, aby A byl prvni, stejné tak volime r tak, aby ¢(A) byl prvni a tak
sestavime rovnici [y = 9. V opaéném piipadé volime reprezentanty jakkoli, zaloZime
novou proménnou x a sestavime rovnici xly = rox. V kazdé rovnici je na levé strané né-
jaka konstanta, proto pocet novych proménnych nepfevysuje ptivodni pocet konstant.
Vzniklou balancovanou 2-soustavu ozna¢me Sj.

Reseni o soustavy Sy volime tak, Ze pro x € ¥ definujeme

T0(x) = 7 (x)g (X(>)%) ... 75 (x()/T 7).

Tim bude platit oo(lp) = oo(r9) v rovnicich s vynucenou nulovou konstantou. V ostat-
nich rovnicich bude tato rovnost platit az na cyklickou zdménu, coZ oSetfime vhodnou
volbou o7 (x) pro kazdou novou proménnou x.

Zbyvé se vypofadat s ostatnimi prvky &. Pro kazdy prvek x € £n¥” odstranime oba
vyskyty proménné x z rovnice. Déle pro kazdy prvek A € & N ¢” rovnici ve vyskytech
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této konstanty rozdélime na dvé a samotnou konstantu smazeme. Vzniklou feSitelnou
soustavu kone¢né prohlasime za S.

Zobrazeni ¢ sestrojime tak, Ze pro dané feSeni o 2-soustavy S prohldsime za mno-
zinu X feSeni (o) mnoZzinu vSech levych pozic p soustavy S v feSeni o, pro které
Z1(p) € V™ \ &. Zbylé parametry feSeni &(o) sestrojime stejné jako v pt¥ipadé dikazu
pfredchoziho tvrzeni, jen s tim rozdilem, ze pokud pfi zavadéni zobrazeni v resp. a
dopadne ®Z;! (xBy) resp. ®Z,! (xyB) do nové zavedené proménné, pouZijeme prvni
oz ! (x(ﬂy)i) resp. o7z 1 (x(y,B)i), které nové zavedenou proménnou neni. ]

Pozorovani 6.14. PoZadavek na feSeni v z pfedchoziho tvrzeni splriuje kazdé nej-
kratsi feSeni. V opatném pifipadé totiz je mozné z mnoziny X odebrat mnoZinu
M = {x,x>,x(>)?,..., x<} a prvky mnoziny X jizné od mnoziny M spojit s témi severné
od mnoziny M. Pfesnéji, pokud y € X \ M a ya € M, tak uzZ nutné ya ¢ M a v novém
krat$im feSeni tak tento prvek mnoziny X bude reprezentovat ya.

Dusledek 6.15. Polynomidlni resp. jednoduse exponencidlni omezeni velikosti nejkrat-
$tho feSeni 2D soustavy je ekvivalentni polynomidlnimu resp. jednoduse exponencial-
nimu omezeni nejkratsiho feSeni balancovanych kvadratickych soustav.

Pozndmka 6.16. Jak vyplyva z predchozich tvrzeni a jejich diikazti, 2D rovnice a balan-
cované 2-soustavy jsou (aZ na drobné technikalie) v podstaté totozné. Pokud se budeme
divat na pojmy 2-soustav z pohledu 2D rovnic, opravdu budou hesla z tabulky .1/ na
sebe prechéazet pfi dualizaci 2D rovnice.

Jako ukazku vyuziti 2D rovnic k dudlnim tvrzenim dokaZeme néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.17. Existuje polynom p takovy, Ze pro libovolnou balancovanou 2-soustavu S
ma kazdé c-minimalni feSeni délku mensi nez 22"

Diikaz: Zavedeme [-uspofadani a c-usporadani i na 2D rovnicich: Pro dvé feSeni 7,
7, piSeme 71 < 72, pokud pro kazdé x € ¥” plati |r1ly < |r2ly a podobné piseme
71 <c T2, pokud pro kazdé A € ¢ v plati [t1]a < IT2]la. Ve stejném smyslu budeme ho-
vofit i o I-minimalnich a c-minimélnich feSenich 2D rovnic.

Uvazujme nyni c-minimdlni feSeni o 2-soustavy S. Do této soustavy vepiSeme kon-
stantu na konec kazdé neprazdné proménné a rozrtiznime konstanty. Tim ziskdme sou-
stavu S, a jeji feSeni 0, které je stale c-minimélni a stejné velké jako o-. Navic soustava S
splituje podminku pro tvrzeni takZe mtizeme vyrobit 2D rovnici R. Bijekci £ z tvr-
zeni pfevedeme feSeni o, na c-minimdélni feSeni r 2D rovnice R.

Dualizaci dostdvame I-minimdlni feSeni 77 soustavy R stejné velké jako 7.

Ze stejného argumentu jako v pfedchozim pozorovéni i kazdé [-minimdlni feSeni
spliiuje pozadavky pro tvrzeni . Najdeme tedy na zdkladé tohoto tvrzeni soustavu
S3 a feSeni o3, které pfejde na feSeni 7T 2D rovnice RT. Regeni o3 je I-minimdlni a proto
miizeme jeho délku dvojité exponencidlné omezit pomoci délky soustavy Sz podle tvr-
zeni . Plati 03(S3) > o(S) a |S3| < 8|S, takZe plati dvojité exponencidlni mez i pro
ptivodni feSeni o soustavy S. m

Poznamka 6.18. Pozadavek na balancovanost soustavy je ve 2D rovnicich proto,
abychom mohli orientovat cesty konstant shora doli. Od tohoto poZzadavku by bylo
mozné upustit, pokud bychom nelpéli na orientované miiZzce a pfipustili neorientova-
nou. Takovou ,neorientovanou 2D rovnici” bychom nemohli po dualizaci pfevést na
oby¢ejnou kvadratickou rovnici na slovech, ale mohli bychom ji pfevést na takovou,
kde se misto nékterych proménnych vyskytuje jejich ,zrcadlovy obraz”. Tedy tvrzeni
o dvojité exponencidlni mezi na c-minimdlni feSeni by bylo moZzné s jistym mnoZzstvim
péce dokazat i pro obecné rovnice.
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Zaveér

Prace ukazuje, Ze pokud by chtél ¢tenaf dokazat, Ze feSitelnost kvadratickych rovnic je
NP tplny problém, staci mu dokéazat jednoduse exponencialni mez pro nejkratsi moz-
nou délku nejkratsi proménné ve 2-soustavach.

Vedle toho jsou zde dalsi cesty, kudy se mtiZze dal$i vyzkum ubirat. Za zminku stoji
hypotéza jejiz dokazani by znamenalo popfeni polynomialni meze na velikost nej-
kratSiho feSeni. Déle tu mdme poznamku @ tazajici se, zda nejen feSitelnost kvadra-
tickych soustav, ale i samotnych 2-soustav (s rozriznénymi konstantami) je NP tézkym
problémem.

A nakoneci zavére¢nd poetickd kapitola si zaslouzi povsimnuti. Krom dodani puncu
matematické exaktnosti je moZzné napiiklad zobecnit tvrzeni a na dvoudimen-
ziondlni vzdalenosti, formulovat definici ,neorientovanych” 2D rovnic vzniklych z ne-
balancovanych 2-soustav, ¢i zkoumat, jak vypadaji mnoziny, které je mozné z feSeni 2D
rovnice odstranit.

Prace tedy nabizi vice cest, kudy pokracovat ve vyzkumu, je jen na ¢tenéfi, kterou se
vyda, rozhodne-li se vénovat sviij um a ¢as kvadratickym rovnicim na slovech.

40



=
— 7
Literatura
[1] John Michael Robson, Volker Diekert, On Quadratic Word Equations, STACS 1999:

217-226

[2] John Michael Robson, Volker Diekert, Quadratic Word Equations, Jewels are Forever
1999: 314-326

[3] Grzegorz Rozenberg, Arto Salomaa (eds.), Volume 1 Handbook of Formal Languages,
Springer 1997

41






T A K

Znaceni

A1 Symboly

Nasleduje seznam pouzitych symbolii spolu s odkazem na ¢isla definic, ve kterych jsou
zavedeny.

&/* ... mnozina slov nad abecedou <7, viz .

s| ... délka slova s, viz .

s[i] ... (i + 1)-ni pismeno slova s, viz .

Prefy(a) ... prefix délky k, viz [1.3,

Suffi(a) ... suffix délky k, viz[1.3,

Ry = (Sr0,5r1) ... r-td rovnice soustavy, viz 1.4}
s ... mnoZina proménnych soustavy S, viz 1.5,
¢s ... mnozina konstant soustavy S, viz @
{(S8) ... pocet rovnic soustavy S, viz @

IR| ... délka rovnice R, viz[1.6,

|S| ... délka soustavy S, Viz%.

o(S) ... dosazeni feSeni o do soustavy S, viz .
min(S) ... délka nejkratsiho feSeni soustavy S, viz .
o1 < 0 ... feSeni oy je [-mensi nez oy, viz

Isl, ... pocet pismen a ve slové s, viz [1.14,

01 <c 07 ... feSeni 0 je c-mensi nez o, viz[1.16.
ts ... typovy homomorfismus feSeni o, viz [1.24
0 ... zobrazeni, které pfifazuje pozicim typového homomorfismu pismena, viz .
25 ... mnoZina vyskytt v soustavé S, viz 2.1l

Q;S’b’l. ... i-ty vyskyt b-té strany r-té rovnice, viz[2.1]

® ... zobrazeni z vyskytt do proménnych a konstant, viz .

St .. mnoZina viech pozic v typu t, viz @

z@fiﬁi ... i-td pozice D-té strany r-té rovnice v typu t, viz .

¥, ... zobrazeni z pozic do pozic typového homomorfismu ¢, viz @

Z; je zobrazeni z vyskytt do slov z pozic, viz

Z;! je zobrazeni z pozic zpatky do vyskytd, viz

v+k... vyskyt / pozice o k napravo od v, viz

B ... skok na druhou stranu rovnice, viz 2.7].

¥ ... skok na druhy vyskyt proménné, viz 2.7,

(yBMAX ... maximalni mona iterace skokt1 B, viz .13,

Pal, ... jista soustava délky 4n, viz .

PalSol,, ... jisté feSeni soustavy Pal,, viz .
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A Znaceni

A.2 Rejstiik pojmi

Rejsttik odkazuje na ¢isla definic, v zavorce nésleduji ¢isla stran.

abeceda )

balancovana soustava [2.67](14)
c-minimalni feSeni 3)
c-uspofadani (3)

délka rovnice [1.6{(2)

— fegeni [1.9 (3)

—slova [1.1{(2)

— soustavy (2)

— v feSeni 2D rovnice (36)
dosaditelnd rovnice (19)
dosazeni B.14/(19)

— obrazu 2.34{(10)

dudlni feseni 6.6/(36)

— 2D rovnice 6.6 (36)
ekvivalence slepenosti 2.43/(11)
eliminace trividlni rovnice (3.20/(19)
exponent periodicity (15)
faktor pozic ®)

— slova @ 2)

kandidét na feSeni (2)
konstanta (2)

— slepena v feSeni .44 (11)
— — v soustavé (11)
kvadraticka soustava [1.18(4)
I-minima&lni feSeni 3)
l-uspofadani 3)

levy vyskyt .67 (14)
makro-operace [3.28 (21)
mikro-operace 2.53/(12)
nejkratsi feseni [1.10| (3)
nestépici feSeni 2.45 (11)
odstranéni mnoziny pozic .18 (9)
pokraceni ptekryvu B.27(20)
pozice @56)

pravy vyskyt (14)
prazdna proménna (8)

prazdné slovo [1.1](2)
prefix slova [1.3(2)
proménna [1.4(2)

— prazdna 2.14(8)
— unikatni [1.18 (4)

protéjsek 2.13((8)
prekryv B3.23(20)
— trivialni 3.23((20)

rovnice (2)
— dosaditelna B.13/(19)
— trivialni 3.19/(19)
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rozlomeni proménné v bodé @ (17)
— rovnice ve zlomech 17)

— soustavy pred vyskytem @ (18)
— — za vyskytem .9 (18)
rozriiznéni konstant .36 (10)

feSeni c-minimalni 3)

— [-minimalni (3)

— nejkratsi [1.10/(3)
— neStépici 2.45/(11)

— soustavy [1.7)(2)

— 2D rovnice 6.4 (35)

fesitelna soustava (2)

slepené konstanty v feSeni (11)
— v soustavé (11)

sliti slepenych konstant (11)
slovo 2)

— préazdné [1.1 (2)

smazani prazdné proménné ®)
smysluplny typ 5)

— typovy homomorfismus ®)
soustava @ (2)

— balancovana (14)

— bez slepenych konstant (11)
— kvadraticka [1.18(4)

— Fegitelnd 2)

— s podminkami @ (31)

strana rovnice [1.4{(2)

suffix slova [1.3/(2)

trivialni pfekryv (20)
— rovnice B.19(19)
typ feSeni 4)

— smysluplny 5)

typovy homomorfismus 4)
unikatni proménna (4)

velikost feSeni 2D rovnice @ (35)
velikost 2D rovnice @ (35)

vepsani konstanty na konec (10)
vylomeni vyskytu @ (18)

vyskyt (6)

— levy 2.67/(14)

— pravy 2.67/(14)

zlom 2.60 (13)

— ve faktoru i 0zic (13)

2-soustava P.55(12)
2D rovnice §6.1{(35)
— — s vynucenymi nulami @ (36)
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